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LIBRO QUINTO - 

DEFINICIONES 

1. Una magnitud es parte de una magnitud, la menor de 

la mayor, cuando mide a la mayor". 

2. Y la mayor es múltiplo de la menor cuando es medida 

por la menor. 

3. Una razón es determinada relación con respecto a su 

tamaño entre dos magnitudes homogéneas?. 

l Méros «parte» se utiliza en los Elementos en dos sentidos: a) el más 

general de la noción común 5: «El todo es mayor que la parte»; b) como 

aquí, con el significado más restringido de lo que hoy llamariamos «sub- 

múltiplo» o «parte alícuota». En este mismo sentido se utiliza en VII, Def. 

3, cuya única diferencia con esta definición es el uso de «número» en 

lugar de «magnitud». 

Aristóteles, Metafísica 1023b12, hace la siguiente precisión: «Se llama 

parte en un sentido aquello en que puede ser dividida una cantidad (pues 

siempre lo que se quita de una cantidad en cuanto cantidad se llama parte 

de ella: por ejemplo se dice que dos es en cierto sentido parte de tres) y en 

otro sentido (se llama parte) sólo a aquellas de entre ellas que miden al 

todo». 

La noción de medida y la relación de medir a (y ser medido por) que- 

dan indefinidas. 

2 Schésis katá pelikótéta «relación con respecto a su tamaño». El sen- 

tido más común de pélikos es «cuán grande» referido con frecuencia a la 
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10 -ELEMENTOS 

4. Se dice que guardan razón entre sí las magnitudes que, 

al multiplicarse, pueden exceder una a otra?. 

edad. Nicómaco distingue entre pelíkos referido a magnitud y posós refe- 

rido a cantidad. Jámblico, a su vez, establece la diferencia entre pélicon, 

que es continuo, como objeto de la geometria, y posón, que es discreto, 

como objeto de la aritmética. Tolemco habla del «tamaño» de las cuerdas 

de un círculo. Simson traduce por «magnitud»; De Morgan prefiere una 

interpretación como «cuantuplicidad». «Tamaño» me parece la más acor- 

de con el uso griego. 

Por otro lado, Hankel y Simson, siguiendo a Barrow (Lectiones Canta- 

brigienses, Londres, 1684, Lect. II de 1666), piensan que esta definición 

es demasiado general y vaga, tiene un aire de noción más filosófica que 

matemática y apenas desempeña ningún papel en la teoría euclídea de la 

proporción. Hankel la considera además sospechosa por el uso de kata 

pelikóteta, ya que esta expresión sólo aparece otra vez en VI, Def. 5 

(pelikótétes). Simson sugiere la posibilidad de que sea una interpolación 

debida a un editor «menos inteligente que Euclides» (Simson, Los seis 

primeros libros y el undecimo y duodécimo de los Elementos de Euclides, 

págs. 308-309. Por lo demás, aparece en todos los manuscritos y no hay 

suficientes razones para no considerarla genuina. 

Logos, por otra parte, se aplicaba en principio a «razón» únicamente 

entre conmeasurables frente a alogos «inconmensurable». En el libro V de 

los Elementos adquiere un sentido más amplio que abarca la razón de 

magnitudes tanto conmensurables como inconmensurables, pues ambas 

tienen la posibilidad de exceder una a otra cuando se multiplican. 

Entre las definiciones 3 y 4, dos mss. y Campano insertan las siguien- 

tes palabras: analogía de hë tòn lógón tautótés, «proporción es la igualdad 

de razones». Se trata de una interpolación postemor a Teón sacada de las 

obras de aritmética. Aristóteles habla de proporción como «igualdad de ra- 

zones» en Énca Nicomáiquea V 6, 113131, pero está claro que se refiere 

a números. 

* Los intérpretes de la teoría euclidea de la proporción han tomado 

esta definición en diversos sentidos. Hay quienes la han visto como una 

generalización de la relación de razón entre magnitudes homogéneas (V, 

Def. 3), capaz de cubrir tanto magnitudes conmensurables como magnitu- 

des inconmensurables; pero ésta es una distinción no pertinente en el pre- 

sente contexto. Más justo seria entender que la def. 4 excluye la mediación 
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5. Se dice que una primera magnitud guarda la misma ra- 

zón* con una segunda que una tercera con una cuar- 

ta, cuando cualesquiera equimúltiplos de la primera 

de dicha relación entre una magnitud finita y otra infinita del mismo géne- 

ro. Hay quienes amplían esta exclusión a las magnitudes infinitamente 

grandes e infinitamente pequeñas. Es cierto que el ámbito al que se refiere 

la teoría carece de una magnitud máxima, por esta def. 4, y de una magni- 

tud mínima, por la proposición X 1. También cabe pensar que la matemá- 

tica griega «clásica» viene a soslayar así ciertos usos del infinito en un 

sentido semejante al declarado por Aristóteles: los matemáticos no necesi- 
tan servirse de la idea de infinito (actual); les basta considerar objetos de 

la magnitud que quieran (Física 207630 ss.), habida cuenta de la posibili- 

dad de ir más allá de una magnitud finita dada, bien mediante adiciones 

sucesivas (en la línea de la def. 4) o bien mediante sustracciones sucesivas 

(en la linea de la prop. X 1). . 

En este punto parece obligado recordar un lema implicito en ciertas 
pruebas atribuidas a Eudoxo, que Arquímedes formulará como una asun- 
ción [lambanómenon] expresa: dadas dos magnitudes geométricas desi- 

guales (lineas, superficies, sólidos), la mayor excede a la menor en una 

magnitud tal que, añadida sucesivamente a sí misma, puede exceder a su 

vez a cualquier magnitud del mismo género que las relacionadas (Sobre la 

esfera y el cilindro 1, lamb. 5; en Sobre espirales, la suposición se res- 

tringe a líneas y áreas; en Sobre la cuadratura de la parábola, a áreas). 
Así pues, cabe considerar que esta asunción de Arquímedes no se identifi- 

ca con la def. 4, sino que en cierto modo la complementa. Euclides define 
una relación de razón entre magnitudes homogéneas en general por refe- 

rencia a la multiplicación; Arquimedes postula, en cambio, una condición 

precisa para ciertas clases de magnitudes homogéneas (líneas, superficies, 

sólidos) y se remite a la adición de diferencias (una referencia similar hará 

Euclides luego, en la prop. X 1). Pero así mismo cabe sospechar que el 

proceder de Euclides es una reelaboración más alejada de las primicias 

eudoxianas que la vía de explicitación directa y específica seguida por Ar- 

químedes. 

* Por regla general, adoptaré la expresión «guardar la misma razón» 

como traducción común de las diversas formulaciones de esta relación de 

proporción que aparecen en el texto: e.g. «estar en la misma razón [en tôi 

autól lógói eínai]», en esta def. 5; o «tener la misma razón [tòn autón 
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y la tercera excedan a la par, sean iguales a la par o 

resulten inferiores a la par, que cualesquiera equi- 

múltiplos de la segunda y la cuarta, respectivamente 

y tomados en el orden correspondiente 5 

6. Llámense proporcionales las magnitudes que guardan 

la misma razón?. 

lógon échein)», en la def. 6. Por lo demás, la fórmula más corriente en las 

proposiciones será: «como ... (es) a ..., asi ... (es) a ... [hős ... pròs ..., 

hoútós ... pròs ...» —una variante: hoíos ... poti ..., kai ... poti ..., que 

podría ser anterior, aparece en ÁRQUITAS B2. 

5 Suele considerarse que esta def. V, 5, constituye la piedra angular de 

la teoría de la proporción. Desde luego, suministra un criterio necesario y 

suficiente de proporcionalidad. Por otro lado, además de su importancia 

sistemática, ha adquirido relieve en una perspectiva histórica. No sólo po- 

dria ser una clave para determinar las relaciones entre el legado de Eudoxo 

y la reelaboración de Euclides; también reviste importancia a la hora de 

apreciar la suerte conocida por las versiones posteriores de la teoria eucli- 

dea misma. Por último, no estará de más advertir cierta diferencia entre la 

forma lógica de esta definición y la forma lógica de su aplicación habitual 

en las proposiciones demostradas por su mediación. La forma lógica de la 

def. 5 viene a ser la de una disyunción de conjunciones: siendo a, b, c, d 

unas magnitudes del dominio de la teoría, y m, n unos números naturales 

cualesquiera, se da una proporción a: b::c: d si y sólo si: o ((m.a > n.b) 

y (m.c > n.d)) o ((m.a = n.b) y (m.c = n.d)) o ((m.a < n.b) y (m.c < n.d)). 

Sin embargo, la forma lógica de su aplicación en la proposición V 11, por 

ejemplo, corresponde más bien a una conjunción de condiciones: (si m.a > 

n.b, entonces m.c > n.d) y (si ma = n.b, entonces m.c = m.d) y (si ma < 

n.b, entonces m.c < n.d). Estas dos formas, de suyo, no son lógicamente 

equivalentes ni, por cierto, la primera implica la segunda. Pero en el con- 

texto de la teoría, devienen efectivamente equivalentes gracias a la supo- 

sición implicita de que las magnitudes consideradas constituyen un siste- 

ma de objetos totalmente ordenado. 

6 Más literalmente: «llámense en proporción» (análogon kaleístho). El 

uso de kaleísthó parece indicar que se trata de una estipulación del propio 

Euclides. Análogon es una expresión adverbial con un uso marcadamente 

especializado en matemáticas. Su sentido se corresponde con el de la ex- 

presión formularia aná lógon, empleada antes de Euclides: aparece, por 

ejemplo, en el fragmento B 2 de Arquitas sobre las proporciones musica- 

LIBRO V 13 

7. Entre los equimúltiplos, cuando el múltiplo de la pri- 

mera excede al múltiplo de la segunda pero el múlti- 

plo de la tercera no excede al múltiplo de la cuarta, 

entonces se dice que la primera guarda con la segun- 

da una razón mayor que la tercera con la cuarta de 

8. Una proporción entre tres términos es la menor posi- 

ble?. 

les, en Platón (e.g. Fedón, 110d), o en Aristóteles (e.g. Meteor. 367430 

ss.). A. SzABO: Anfänge der griechischen Mathematik, Budapest, 1969, H 

§§ 13-16, propone algunas conjeturas filológicas e históricas de interés 

sobre el significado matemático de ambas expresiones. Euclides, por su 

parte, se sirve de análogon con cierta libertad, por ejemplo: para refenrse 

a las magnitudes proporcionales en su conjunto —- como en esta def. 60 

en la def. 9—. o para referirse a un término proporcional (a «una propor- 

cional») — como en las props. VI 12, 16—. Por lo demás, esta especiali- 

zación relativamente técnica de análogon no es compartida por otros tér- 

minos relacionados como el sustantivo analogía O el adjetivo análogos, 

que enmarcan su posible significación matemática en una gama de usos 

más amplios, dentro de un sentido general de paralelismo, corresponden- 

cia o semejanza. 

7 Esta definición depara un criterio de no proporcionalidad y comple- 

ta, tras las defs. 4 y 5, el núcleo básico de la teoría euclidea. Sin embargo, 

también convendría declarar un supuesto adicional: la existencia de un 

cuarto término proporcional —obra tácitamente por ejemplo en la prueba 

de la prop. V 18, y sólo más adelante, en VI 12, Euclides se detiene a de- 

mostrar un caso particular: dadas tres rectas, hallar una cuarta proporcio- 

nal—. Si a esta suposición se añade una condición de tricotomía con- 

gruente con el sistema ordenado de magnitudes al que se refiere la teoria, 

Euclides puede disponer de un recurso suplementario para probar una pro- 

posición (i.e. que a es a b como c es a d), a saber: la reducción al absurdo 

de las alternativas de no proporción (ie. que la razón de a a b sea mayor, O 

sea menor, que la razón de c a d). Por otra parte, al margen de la deuda 

que la def. 5 tuviera contraída con algún criterio de proporcionalidad 

avanzado por Eudoxo, esta definición 7 parece, según todos los visos, 

onginal de Euclides. 

3 Hanke! cree que la presente definición ha sido interpolada, pues es 

superflua y utiliza, contra la costumbre de Euclides, la palabra kóros para 
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9. Cuando tres magnitudes son proporcionales, se dice 
que la primera guarda con la tercera una razón du- 
plicada de la que (guarda) con la segunda. 

10. Cuando cuatro magnitudes son proporcionales, se dice 
que la primera guarda con la cuarta una razón tripli- 
cada de la que (guarda) con la segunda, y así siem- 
pre, sucesivamente, sea cual fuere la proporción?. 

11. Se llaman magnitudes correspondientes las anteceden- 
tes en relación con las antecedentes y las consecuen- 
tes con las consecuentes "°. 

el término de una proporción. Pero ya Aristóteles utiliza hóros en este 
sentido (Érica Nicomáquea, 1131a31 ss.): «La proporción cs una igualdad 
de razones y requiere, por lo menos, cuatro términos. Claramente, la pro- 
porción discreta requiere cuatro términos; pero también la continua, por- 
que se sirve de uno de ellos como dos y lo menciona dos veces», 

La distinción entre discreta y continua parece remontarse a los pitagó- 
ricos (cf. Nicómaco, I 21, 5; 23, 2, 3) donde se utiliza synémméne en lu- 
gar de synechés. Euclides no emplea los términos dieremméné y synechés 
en esta correlación. 

Por otra parte, las primeras palabras de la Def. 9, «cuando tres magni- 
tudes son proporcionales», que parecen referirse a la def. 8, apoyan la idea 
de que esta última es genuina. 

? Está claro que «razón duplicada, triplicada... etc.» son meros casos 
particulares de la razón compuesta, siendo, de hecho, razones compuestas 
de dos, tres, etc. razones iguales. 

Los geómetras griegos llamaban razón duplicada y triplicada a las que 

son iguales, respectivamente, al cuadrado y al cubo de una razón. Euclides 
utiliza los términos diplasión y triplasión y no diplásios y triplásios por- 
que estos últimos se usaban frecuentemente en el sentido de razones de 2 a 
1, 3 a 1, etc. En este caso, su esfuerzo por introducir rigor en la terminolo- 
gía tuvo un éxito sólo parcial, pues encontramos varios ejemplos de uso 

indiscriminado de estos términos en Arquímedes, Nicómaco y Papo. 

Las cuatro magnitudes de la Def. V, 10, deben estar, por supuesto, en 

proporción continua aunque el texto griego no lo haga constar. 

'" Utilizo «correspondientes» para verter homóloga, en vez del cultis- 
mo «homólogas» empleado en otras versiones al español. Euclides parece 

LIBRO V 15 

12. Una razón por alternancia consiste en tomar el antece- 

dente en relación con el antecedente y el consecuen- 

te en relación con el consecuente '!. 

13. Una razón por inversión consiste en tomar el conse- 

cuente como antecedente en relación con el antece- 

dente como consecuente !?. 

14. La composición de una razón consiste en tomar el an- 

tecedente junto con el consecuente como una sola 

(magnitud) en relación con el propio consecuente !*. 

estipular aquí cierto sentido técnico para un término de uso común, y a 

esta actitud quiere aproximarse la versión presente. El sentido inicialmente 

previsto por Euclides se generalizó más tarde y, a partir de Arquímedes, 

homólogos llegó a significar unos elementos geométricos (segmentos, la- 

dos, diámetros) que ocupan parejo lugar en dos figuras que se comparan. 

Quizás en los Elementos VI 19, 20, ya se den algunos pasos hacia esta ge- 

neralización. 

l! A partir de aquí nos encontramos con una serie de términos que se 

refieren a diversas transformaciones de razones o proporciones. En las de- 

finiciones 12-17, Euclides los aplica a razones cuando describirian mejor 

proporciones, tal vez porque, al referirlas a proporciones, parecería que 

asume algo que todavía no se ha probado (cf. V 16, 7 por., 18, 17, 19 

por.). 

Enalláx «por alternancia», término general que no se usa exclusi- 

vamente en matemáticas, lo encontramos ya en Aristóteles (Analíticos Se- 

gundos | 5, 74a18: kai to análogon hoti enalláx) «y que una proporción es 

por alternancia». En términos matemáticos se podría expresar de la si- 

guiente forma:a:b::c:d >a:c::b:d 

1? Anápalin «por inversión», término general que no se usa sólo en 

matemáticas, lo encontramos ya en Aristóteles aplicado a las proporciones 

(Del cieío 1 6, 273b32). En términos matemáticos: a:b::c:d>b:a::c:d. 

1 Synthesis lógou «composición de una razón» no es lo mismo que 

synkeímenos lógos «razón compuesta». Sin embargo, la distinción entre 

ambas no está clara en Euclides, que, por ejemplo, en V 17, utiliza synkeí- 

menos refiriéndose a la composición de una razón. Los geómetras poste- 

riores a Euclides utilizan synthénti o kata synthesin (Arquímedes) para re- 

ferirse a la composición de una razón en un intento de deshacer la ambi- 

güedad de los términos que todavía aparece en Euclides. Por otra parte los 
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15. La separación de una razón consiste en tomar el exce- 

so por el que el antecedente excede al consecuente 

en relación con el propio consecuente !*. 

16. La conversión de una razón consiste en tomar el ante- 

cedente en relación con el exceso por el que el ante- 

cedente excede al consecuente !*. 

17. Una razón por igualdad '* se da cuando, habiendo va- 

rias magnitudes y otras iguales a ellas en número 

verbos syntithémi y synkeimai se utilizan también como «suman» en otros 

contextos. 

Synthesis lógou en expresión matemática: 

a:b::c:d > (a+b):b::(c+d):d 

1 Diairesis lógou se refiere a la transformación: 

a:b: c:d >(a-b):b::(c-d):d 

Así como la «composición de una razón» se obtenía sumando el ante- 

cedente con el consecuente, la «separación de una razón» se obtiene res- 

tando el consecuente del antecedente. Sin embargo, la palabra griega diai- 

resis hace referencia a la «división» de una razón, lo mismo que dielónti 

por oposición a synthénti. Por otra parte, los términos griegos synthénti y 

dielónti dan lugar al uso de los latinos componendo y separando desde la 

Edad Media hasta nuestros días. Por todo ello, «separación de una razón» 

me parece la versión más adecuada. 
15 $ : Anastrophé «por conversión»: 

a:b::c:d >a:(a-b)::c:(c-d) 

La traducción al latín convertendo del participio anastrépsanti, paraie- 

lo a synthénti y dielónti, ha sido utilizada también desde la Edad Media. 

'6 Di'isou lógos parece referirse a «igual distancia o intervalo», es de- 

cir, después de un número igual de términos intermedios. Una vez más la 

definición se aplicaría mejor a proporciones que a razones, pero no se 

prueba hasta V 22. Por tanto, la definición sirve sólo para dar nombre a 

cierta inferencia que es de constante aplicación en matemáticas: 

acbuA Bibicio Bi: CojikoJ:K o a:k::A:K 

La expresión di 'isou no aparece con frecuencia en contextos no geo- 

métricos (cf. empero PLATÓN, República 617b); e incluso en estos contex- 

tos suele emplearse a través de la invocación o aplicación de proposicio- 
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que, tomadas de dos en dos, guardan la misma ra- 

zón, sucede que como la primera es a la última —en- 

tre las primeras magnitudes--, asi —entre las se- 

gundas magnitudes— la primera es a la última; o, 

dicho de otro modo, consiste en tomar los extremos 

sin considerar los medios '”. 

18. Una proporción perturbada'* se da cuando habiendo 

tres magnitudes y otras iguales a ellas en número, 

sucede que como el antecedente es al consecuente 

—entre las primeras magnitudes —, asi —entre las 

segundas magnitudes — el antecedente es al conse- 

cuente, y como el consecuente es a alguna otra 

(magnitud) —entre las primeras magnitudes—, así 

nes euclideas como Y 22-23. Por otro lado, no deja de llamar la atención 

la composición un tanto explicativa de esta definición: «o, dicho de otro 
modo, ...» En ella — justamente en la primera parte de esta definición no- 

minal de proporción por igualdad, la que precede a la versión alternativa 

en términos congruentes con las defs. anteriores — se ha visto uno de los 

posibles casos de contaminación del texto euclideo mediante la interpola- 

ción de ciertos teoremas en las definiciones mismas; vid. G. Aujac, «Les 

définitions du livre V d'Euclide dans la collection Héronienne et dans les 

Institutions de Cassiodore», Llull 11/20 (1988), 5-18. 

17 Algunas fuentes (e.g. los mss. F, V, p; aunque no el ms. no teonino 

P) insertan a continuación una definición de proporción ordenada (tetag- 

méné analogía]. Viene a ser la que existe cuando habiendo tres magni- 

tudes y otras iguales a ellas en número, sucede que como el antecedente es 

al consecuente —entre las primeras—, así el antecedente es al conse- 

cuente —entre las segundas —, y como —entre las primeras — el conse- 

cuente es a alguna otra magnitud, asi —entre las segundas— el con- 

secuente es a alguna otra. La formulación original es un tanto elíptica y 

suele aparecer como una glosa al margen en los restantes mss. teoninos. 

8 Teraragméné «perturbada» se usa cuando a tres magnitudes A, B, C 

se asignan otras tres a, b, c de modo que A:B::b:cyB:C::a:b. Des- 

cribe un caso particular de la proporción «por igualdad». 

191.-2 
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—entre las segundas magnitudes — alguna otra (mag- 
nitud) es al antecedente "°. 

PROPOSICIÓN 1 

Si hay un número cualquiera de magnitudes respectiva- 
mente equimúltiplos de cualesquiera otras magnitudes igua- 
les en número, cuantas veces una sea múltiplo de otra, tantas 
veces lo serán todas de todas. 

Sean un número cualquiera de magnitudes AB, TA res- 
pectivamente equimúltiplos de cualesquiera otras magnitu- 
des E, Z iguales en número. 

B e 
YA AAA Y VA ra A 

E Z AA] A 

Digo que, cuantas veces AB sea múltiplo de E, tantas ve- 
ces lo serán también AB, FA de E, Z. 

1% Los tibros V y VI de los Elementos exponen la teoría griega «clá- 

sica» de la proporción. El libro V sienta unas bases conceptuales y de- 

ductivas, cuyo núcleo explicito podría contraerse a las definiciones 4, 5 y 
7. El libro VI muestra diversas aplicaciones entre las que no faltan réplicas 
de resultados obtenidos anteriormente en el libro I (1 47) o en el IE (II 5, 
11, 14) por medios más sencillos, intuitivos y obedientes a los antiguos 
dictados de la Musa pitagórica —e.g. la aplicación de áreas —. Ahora Eu- 
clides desarrolla un-legado no sólo más abstracto y refinado sino más 
reciente: el núcleo de la teoría, en especial el criterio de comparación de 
equimúltiplos del que se hace eco la definición 5, suele atribuirse a Eudo- 
xo de Cnido (/l. c. 368-365), miembro prominente de la Academia plató- 
nica. Hoy tenemos motivos para suponer que los matemáticos griegos del 
s. v ya habían conocido una noción numérica de razón; pero sus limita- 
ciones se habian hecho manifiestas a raíz del tropiezo con las magnitudes 
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Pues dado que AB es equimúltiplo de E y ra de z, enton- 
ces, cuantas magnitudes iguales a E hay en AB, tantas hay 
también en ra iguales a z. Divídase AB en las magnitudes 
AH, HB iguales a E y Fa en las (magnitudes) re, eÊ iguales a 
Z; entonces el número de las (magnitudes) AH, HB será igual 
al número de las (magnitudes) re, ea. Ahora bien, como AH 
es igual a E y re a Z, entonces AH es igual a E y AH, TƏ a E, 
Z. Por lo mismo, HB es igual a E y HB, 8A a E, Z; por tanto, 
cuantas (magnitudes) hay en AB iguales a E, tantas hay 
también en AB, ra iguales a E, Z; luego cuantas veces sea AB 
múltiplo de E, tantas veces lo serán también AB, rA de E, Z. 

Por consiguiente, si hay un número cualquiera de 
magnitudes respectivamente equimúltiplos de cualesquiera 
otras magnitudes iguales en número, cuantas veces una sea 
múltiplo de otra, tantas veces lo serán también todas de to- 
das. Q. E. D. 

inconmensurables. Hay, sin embargo, indicios que dan pie para conjeturar 
que el s. tv bien podría haber atisbado algún otro planteamiento afín al 
antiguo proceder «pitagórico», pero más comprensivo: en particular, la 
posibilidad de dar cuenta de razones y proporciones a partir de la noción 
de anthyphaíresis —o antanáiresis, cf. ARISTÓTELES, Tópicos 158b29- 
35—. (Vid., por ejemplo, los estudios de W. R. Knorr, The Evolution of 
Euclidean Elements, Dordrecht-Boston, 1975; D. H. FowLER, «Anthy- 
phairetic ratio and Eudoxian proportion», Archive for the History of Exact 
Sciences 24 (1981), 69-72, y The Mathematics of Plato's Academy. A New 
Reconstruction, Oxford, 1987; J. L. GarDtES, L'héritage épistémologique 
d'Eudoxe de Cnide, Paris, 1988). Lo cierto, en cualquier caso, es que la 
reelaboración euclidea del nuevo legado — «eudoxiano»— constituye una 
teoría de magnitudes proporcionales, al margen de su conmensurabili- 
dad/inconmensurabilidad, que pasará a la historia como «la concepción 
griega» de la proporción. 

La teoría euclidea de la proporción reviste sumo interés desde al me- 
nos tres puntos de vista: el historiográfico, el sistemático y el de su recep- 
ción y transmisión posterior. Es importante, en primer lugar, para com- 
prender el desarrollo de la matemática griega antes de que ésta quedara 
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PROPOSICIÓN 2 

Si una primera (magnitud) es el mismo múltiplo de una 

segunda que una tercera de una cuarta, y una quinta es 

también el mismo múltiplo de la segunda que una sexta de 

la cuarta, la suma de la primera y la quinta será el mismo 

múltiplo de la segunda que la suma de la tercera y la sexta 

de la cuarta. 

Pues sea la primera (magnitud), AB, el mismo múltiplo 

de la segunda, r, que la tercera, AE, de la cuarta, Z, y sea la 

E B H 
A meee

 

quinta, BH, el mismo múltiplo de la segunda, T, que la sexta, 

£9, de la cuarta, Z. 

marcada por la obra de Euclides. Hoy no cabe aceptar sin reservas la ima- 

gen que los comentadores de Euclides —Proclo, en especial — han di- 

fundido de esa matemática anterior como una matemática tendenciosa- 

mente «pre-euclídea», llamada a encontrar su gozo y su corona en los Ele- 

mentos. Antes he aludido a unas nociones precedentes, como la numérica 

de razón y la anthyphairética de proporción; ahora bien, la teoria de la 

proporcionalidad del libro V de los Elementos no es tanto una culminación 

como un olvido de esos posibles antecedentes (luego recobrados de modo 

parcial y un tanto sesgado en la aritmética del libro VII y en alguna pro- 

posición del libro X). La teoría generalizada de los Elementos parte de la ' 

proporción como una relación tetrádica entre magnitudes homogéneas (al 
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Digo que la suma de la primera y la quinta, AH, ës el 

mismo múltiplo de la segunda, r, que la (suma de) la tercera 

y la sexta, A9, de la cuarta, Z. 

menos, por parejas, conforme a la def. V, 3) «a es a b como c es a d», 

cuya representación más adecuada sería el esquema «a : b: c: d» en 

lugar del esquema diádico habitual «(a, b) = (c. d), y donde la noción de 

razón parece haber perdido su anterior entidad propia. Son sintomáticas la 

vaguedad alusiva de la def. 3 o las funciones más denominativas que 

operativas de otras definiciones que envuelven la idea de razón (c.g. las 

defs. V, 14-16); no faltan incluso definiciones equivocas que en apariencia 

hablan de razones cuando, en realidad, se refieren a proporciones O a 

variaciones que preservan la proporcionalidad (e.g. las defs. V, 12,0 V, 

17). Asi pues, dos cuestiones significativas desde el punto de vista 

histonográfico son la peculiar «integración» del concepto de razón en esta 

nueva teoría generalizada de la proporción y las relaciones entre esta 

versión «clásica» de la proporcionalidad y otras posibles alternativas mar- 

ginales, como la anthyphairética. Una cuestión adicional es la suscitada 

por las relaciones de filiación entre el legado presuntamente original de 

Eudoxo y la teoría expuesta en los Elementos. A la luz de alguna indi- 

cación de Aristóteles (e.g. en Analíticos Segundos, 74417) y de las preci- 

siones adoptadas luego por Arquímedes, cabe sospechar que la versión de 

Euclides difiere de las nociones avanzadas por Eudoxo más de lo que dan 

a entender los escoliastas del libro V que lo presentan como Un hallazgo o 

una invención cabal de Eudoxo mismo. 

La teoría tiene, en segundo lugar, la importancia sistemática que se de- 

riva del intrigante juego entre sus bases expresas y Sus suposiciones táci- 

tas. De hecho, la explicitación y la reconstrucción estructural del núcleo de 

principios (axiomas y definiciones) de la teoría han venido a ser — ya 

desde su recepción árabe — una poderosa tentación para los mejores co- 

mentadores del libro V. Tanto es así que un criterio tradicional de la cali- 

dad de una versión o un comentario de los Elementos ha sido justamente 

el grado de comprensión y de penetración mostrado con respecto a esta 

teoria. Simson, por ejemplo, en su cuidada edición de 1756, se considera 

obligado a explicitar o añadir cuatro axiomas a las defin
iciones euclídeas: 

«l) Las cantidades equimultíplices de una misma cantidad, o de 

cantidades iguales, son entre sí iguales. 

II) Las cantidades, de las cuales una misma cantidad es equimultíplice 

o cuyas equimultiplices son iguales, son también iguales entre si. 

A orae 
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Pues, dado que AB es el mismo múltiplo de r que AE de 

Z, entonces, cuantas (magnitudes) hay en AB iguales a T, 

IH) La multiplice de una cantidad mayor es mayor que la equimultí- 

plice de una menor. 
IV) La cantidad, cuya multíplice es mayor que la equimultíplice de 

otra, es mayor que ésta» (R. Simson, ed. española, Madrid, 1774, págs. 

144-145 —vid. el listado de la «Introducción general» a EucLiDEs, Ele- 

mentos l-IV (núm. 155 de la B.C.G.), VI, núm. 16—. Sobre la recons- 

trucción hoy establecida de su núcleo conceptual y deductivo pueden 

verse 1. MueLLeR, Philosophy of Mathematics and Deductive Structure in 

Euclid's Elements, Cambridge (Mass.)-Londres, 1981, 3, $$ 3.1-3.2, págs. 

134-148; L. Veca, La trama de la demostración, Madrid, 1990, 4, $ 4.2, 

págs. 329-330. 

La teoría tiene, en fin, la trascendencia histórica que le han deparado 

las circunstancias de su recepción y transmisión, en particular a través de 

las versiones arábigo-latinas de la Edad Media. No estará de más recordar 

que la depuración de algunas interpolaciones y confusiones debidas a esta 

tradición y difundidas por la influyente edición de Campano — por ejem- 

plo, una definición espuria y abstrusa de «proporción continua»—, así 

como la explicitación progresiva de los supuestos operativos en la teoría, 

marcaron el desarrollo de la crítica textual de los Elementos antes de la 

—digamos— «revolución filológica» del s. x1x; las ediciones de Coman- 

dino (1572, 1575) o de Simson (1756) son brillantes muestras. Cuenta 

además con el interés añadido de haber contribuido a una incipiente ma- 

tematización de la filosofia natural a través de, por ejemplo, Bradwardine 

(en la primera mitad del s. x111) y Oresme (en la segunda mitad del s. xiv). 

E incluso, de creer a Lipschitz y a Dedekind (amén de algunos historia- 

dores de nuestro tiempo), no habría sido ajena a la moderna fundamenta- 

ción de los números reales mediante la reducción de un número irracional 

a una «cortadura» en el conjunto ordenado de los números racionales, en 

la medida en que esta «cortadura» equivaldría a la que una razón entre 

magnitudes inconmensurables pudiera suponer en ei contexto de la defi- 

nición V, 5: bastaria (según dicen esos historiadores) asociar a una rela- 

ción a/b irracional una partición en dos clases de números racionales m/n, 

los que son tales que mb > ma y los que son tales que mb < ma. Pero esta 

adaptación de la definición euclídea, aun siendo algebraicamente viable, 

no dejaría de ser un trasplante demasiado forzado en un marco tan alejado 

de los Elementos como los problemas de fundamentación y reducción de 

la teoría matemática del s. xIx. 
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tantas hay también en AE iguales a z. Y, por lo mismo, 

cuantas (magnitudes) hay en BH iguales a r, tantas hay tam- 

bién en Ee iguales a Z; así pues, cuantas (magnitudes) hay 

en la (magnitud) entera AH iguales a r, tantas hay también 

en la (magnitud) entera A8 iguales a Z; por tanto, cuantas 

veces AH es múltiplo de r, tantas veces lo será Ae de Z. Lue- 

go la suma de la primera y la quinta, AH, será también el 

mismo múltiplo de la segunda, r, que la (suma de) la tercera 

y la sexta, 49, de la cuarta, Z. 

Por consiguiente, si una primera (magnitud) es el mismo 

múltiplo de una segunda que una tercera de una cuarta y una 

quinta es también el mismo múltiplo de la segunda que una 

sexta de la cuarta, la suma de la primera y la quinta será el 

mismo múltiplo de la segunda que la suma de la tercera y la 

sexta de la cuarta. Q. E. D. * 

PROPOSICIÓN 3 

Si una primera (magnitud) es el mismo múltiplo de una 

segunda que una tercera de una cuarta, y se toman equi- 
múltiplos de la primera y la tercera, también por igualdad" 

Por lo demás, la teoría del libro V no necesita galas ajenas para brillar 

con luz propia en el contexto de los Elementos. Y bien se puede terminar 

esta desmesurada nota introductoria con lo que dice Simson como remate 

de sus anotaciones al libro V: «... concluida ya la enmienda del libro V, 

por fin de él asiento gustosísimo a la opinión de Cl. Barrow: es a saber 

*que nada hay en toda la Obra de los Elementos inventado con mayor suti- 

leza, establecido con más solidez, ni tratado con más exactitud que la 

doctrina de las proporcionales”» (R. SIMSON, op. cit., pág. 322). 

20 Como Heiberg señala, el uso de di 'ísou no hace referencia aquí a la 

definición 17 de «razón por igualdad». Se trata, no obstante, de un uso su- 

ficientemente parejo como para justificar su empleo en este enunciado. 
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cada una de las dos (magnitudes) tomadas serán equimúl- 

tiplos, respectivamente, una de la segunda, y la otra de la 

cuarta. 

Pues sea la primera, a, el mismo múltiplo de la segunda, 

g, que la tercera, r, de la cuarta, A, y tómense los equimúlti- 

plos EZ, HO de A, T. 

A 7 : O 

BH 

E E zi i K D z 

AAA 

åra 

A 

Digo que EZ es el mismo múltiplo de 8 que He de a. 

Pues dado que EZ es el mismo múltiplo de A que EZ de 

r, entonces, cuantas (magnitudes) hay en EZ iguales a A, 

tantas hay también en He iguales a r. Divídase EZ en las 

magnitudes EK, KZ iguales a A, y HƏ en las (magnitudes) HA, 

ae iguales a r. Entonces el número de las (magnitudes) EK, 

Kz será igual al número de las (magnitudes) Ha, ae. Y 

puesto que a es el mismo múltiplo de B que r de a, mientras 

que EK es igual a A y HA a T, entonces EK es el mismo múl- 

tiplo de B que Ha de a. Por lo mismo KZ es el mismo múlti- 

plo de B que Ae de a. Así pues, dado que la primera, EK, es 

el mismo múltiplo de la segunda, B, que la tercera, HA, de la 

cuarta, A, y la quinta, KZ, también es el mismo múltiplo de 

la segunda, B, que la sexta, A9, de la cuarta, a; entonces la 

suma de la primera y la quinta, EZ, es también el mismo 

múltiplo de la segunda, B, que la (suma de) la tercera y la 

sexta, He, de la cuarta, a [V, 2]. 
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Por consiguiente, si una primera magnitud es el mismo 

múltiplo de una segunda que una tercera de una cuarta, y se 

toman equimúltiplos de la primera y la tercera, también, por 

igualdad, cada una de las dos (magnitudes) tomadas seran 

equimúltiplos, respectivamente, una de la segunda y la otra 

de la cuarta. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 4 

Si una primera (magnitud) guarda la misma razón con 

una segunda que una tercera con una cuarta, cualesquiera 

equimúltiplos de la primera y la tercera guardarán la 

misma razón con cualesquiera equimúltiplos de la segunda 

y la cuarta respectivamente, tomados en el orden corres- 

pondiente. 

Pues guarde la primera (magnitud), a, la misma razón 

con la segunda, B, que la tercera, r, con la cuarta, A, y 

tómense los equimúltiplos E, Z de A, F, y otros equimúltiplos 

tomados al azar?! H, €, de B, A. g 

Digo que como E es a H, así Z €s a e. 

Pues tómense los equimúltiplos K, A de E, Z, y otros 

equimúltiplos tomados al azar, M, N de H, ©. 

Dado que E es el mismo múltiplo de A que Z de r, y se 

han tomado los equimúltiplos K, A de E, Z, entonces K €s el 

mismo múltiplo de A que a de r [V, 3]. Por lo mismo M es 
el 

mismo múltiplo de B que N de aĉ Ahora bien, puesto que A 

es a B como T aa, y se han tomado los equimúltiplos K, A de 

21 La versión tradicional de há érychen por «cualesquiera» sería pro- 

blemática en ciertos casos y encubriria el tono informal — desde el punto 

de vista lógico— del texto griego original. Por ello opto por la traducción 

«al azam». 

E O Y E O ou O Y i- n 
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A, T y otros equimúltiplos tomados al azar M, N de B, a, en- 

tonces, si K excede a M, A también excede a n, y si es igual, 

AA 

es igual, y si menor, menor [V, Def. 5]. Ahora bien, K, A son 

equimúltiplos de E, Z, y M, N otros equimúltiplos tomados al 

azar de H, €; por tanto como E es a H, así Z a e [V, Def. 5]. 

Por consiguiente, si una primera (magnitud) guarda la 

misma razón con una segunda que una tercera con una 

cuarta, cualesquiera equimúltiplos de la primera y la tercera 

guardarán la misma razón con cualesquiera equimúltiplos 

de la segunda y la cuarta respectivamente, tomados en el 

orden correspondiente. Q. E. D. 
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PROPOSICIÓN 5 

Si una magnitud es el mismo múltiplo de otra que una 

(magnitud) quitada (a la primera) lo es de otra quitada 

(a la segunda), la (magnitud) restante (de la primera) será 

también el mismo múltiplo de la (magnitud) restante (de la 

segunda) que la (magnitud) entera de la (magnitud) entera. 

¿Pues sea la magnitud AB el mismo múltiplo de la (mag- 

nitud) TA que la (magnitud) quitada AE s la (magnitud) qui- 
DA= T erenler 

darz SOTA Oa as naaj Emen 
Digo que Ta Cenagnitud) è restante EB será también el mis- 

mo múltiplo de la (magnitud) restante Za que la (magnitud) 

entera AB de la (magnitud) entera rA. 

Así pues, cuantas veces sea AE amf 

múltiplo de rz, tantas veces lo sea ,, T_ 2 

EB de rH”. ' 

Y dado que AE es el mismo 

múltiplo de rz que EB de Hr, entonces AE es el mismo 

múltiplo de rz que AB de Hz [V, 1]. Pero se ha asumido” 

que AE sea el mismo múltiplo de rz que AB de Ta. Por tanto, 

AB es el mismo múltiplo de cada una de las dos 

(magnitudes) HZ, Fa; luego HZ es igual a ra. Quitese de 

ambas rz; entonces la restante HT es igual a la restante Za. Y 

puesto que AE es el mismo múltiplo de TZ que EB de Hr, y 

á 

22 Esta manera de expresar la construcción podría dar a entender que 

TH es una magnitud dada, mientras que EB debe ser hallada de modo que 

sea igual a cierto múltiplo de rH. Sin embargo, EB es la que ha sido dada y 

TH la que hay que hallar. Es decir, que rH debe ser construida como un 

submúltiplo de EB. 

2% Keítaí más literalmente: «se ha puesto». 
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Hr es igual a az, entonces AE es el mismo múltiplo de rz 

que EB de Za. Pero se ha supuesto que AE es el mismo 

múltiplo de rz que AB de Fa; por tanto EB es el mismo múlti- 

plo de Za que AB de ra. Luego la restante (magnitud) EB 

también será el mismo múltiplo de Za que la (magnitud) 

entera AB de la (magnitud) entera Fa. 

Por consiguiente, si una magnitud es el mismo múltiplo 

de otra que una (magnitud) quitada (a la primera) lo es de 

otra quitada (a la segunda), la (magnitud) restante (de la 

primera) será también el mismo múltiplo de la (magnitud) 

restante (de la segunda) que la (magnitud) entera de la 

(magnitud) entera. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 6 

Si dos magnitudes son equimúltiplos de dos magnitudes 

y ciertas (magnitudes) quitadas (de ellas) son equimúltiplos 

de estas (dos segundas), las restantes también son o iguales 

a las mismas o equimúltiplos de ellas. 

Pues sean dos magnitudes AB, ra equimúltiplos de dos 

magnitudes E, Z, y sean las (magnitudes) quitadas AH, re 

equimúltiplos de las mismas E, Z. 
Digo que las (magnitudes) res- 

AB tantes HB, OA también son iguales a 

E E, z o equimúltiplos de ellas. 
Pues sea en primer lugar HB 

e A igual a E. 

n Digo que e4 es también igual 

az. 
Así pues, hágase rK igual a Z. 

Dado que AH es el mismo múltiplo de E que re de Z, y que 
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HB es igual a E y KI a Z, entonces AB es el mismo múltiplo 

de E que ke de z [V, 2]. Pero se ha supuesto que AB es el 

mismo múltiplo de E que Fa de Z; por tanto ke es el mismo 

múltiplo de z que ra de z. Asi pues, dado que cada una de 

las (magnitudes) ke, ra es el mismo múltiplo de z, entonces 

ke es igual a ra. Quítese de ambos re; entonces la (mag- 

nitud) restante KT es igual a la (magnitud) restante 84. Pero 

Z es igual a Kr; entonces €A también es igual a z. De modo 

que si HB es igual a E, también 64 será igual a Z. 

De manera semejante demostraríamos que, si HB es múl- 

tiplo de E, o4 será también el mismo múltiplo de Z*. 

Por consiguiente, si dos magnitudes son equimúltiplos 

de dos magnitudes, y ciertas (magnitudes) quitadas (de 

ellas) son equimúltiplos de estas (dos segundas), las restan- 

tes también son o iguales a las mismas o equimúltiplos de 

ellas. Q. E. D.?. ? uB E 

ABM, 14 Ayiramos HA = Ma K D, LA > E - ə 

SA Mz Y 

24 Lit.: «si es múltiplo de... tantas veces lo será...». 

25 R. Simson se cree obligado a añadir, tras esta proposición, cuatro 

proposiciones derivadas de la Def. V, 5, que obran tácitamente no sólo en 

algunas pruebas de este mismo libro, sino en otras aplicaciones de la teoría 

de la proporción en los Elementos. Son los teoremas siguientes. A: «Si la 

primera cantidad [i.e., magnitud] tiene a la segunda la misma razón que la 

tercera a la cuarta, será la tercera mayor, igual o menor que la cuarta según 

sea la primera mayor, igual o menor que la segunda». B: «Si cuatro canti- 

dades fueren proporcionales, también inversamente serán proporcionales». 

C: «Si la primera cantidad fuese igual multíplice o la misma parte de la se- 

gunda que la tercera lo es de la cuarta, la primera será a la segunda como 

la tercera a la cuarta». D: «Si la primera cantidad fuese a la segunda como 

la tercera a la cuarta, y la primera fuese multíplice o parte de la segunda, la 

tercera será la misma muitíplice o la misma parte de la cuarta» (SIMSON, 

ed. ci:., págs. 121-123, y notas, págs. 312-314). Las razones de Simson 

para estas adiciones parecen más pendientes de los comentarios suscitados 

por la presentación de Euclides que de la teoría misma del libro V. 

= 2¿m2<Nn 

mE TA gs ëL 
KOINÈ ) memo muito 
ba mE Ke 

LO TA: Lo 
Bo o PPRT COMUN 

«Udo. DOA 

[ 

ma AA 
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PROPOSICIÓN 7 

Las (magnitudes) iguales guardan la misma razón con 

una misma (magnitud) y la misma (magnitud) guarda la 

misma razón con las (magnitudes) iguales. 

Sean A, B las magnitudes iguales y r otra, tomada al Pi 

azar*. 

ah 20 
A - 6 A]  __A— 

B r: ee E E $ s jsa: 

E FEO A<A+>AAA>mMM2 A me 

n.L£ y EE Digo que cada una de las (inagnitudes) A, B guarda 

p r / la misma razón con r y r con cada una de las (magnitu- 

N «des) A, B. 

a= A a Pues tómense los equimúltiplos A, E de A, B y otro equi- 

sag sT múltiplo al azar, Z de r. 
2 Así pues, dado que a es el mismo múltiplo de A que E de 

act B, y A es igual a B, entonces a es también igual a E. Pero Z es 

otra (magnitud) tomada al azar. Entonces, si a excede a Z, E 

también excede a Z, y si es igual es igual, y si es menor, me- 

T TOMADA eL ee aor. Ahora bien, A, E son equimúltiplos de A, B, y Z otro 

equimúltiplo, al azar, de r; entonces, como A es a T, así B es 

ar [V, Def. 5] 

Digo que F guarda también la misma razón con cada una 

de las (magnitudes) A, B. 

26 Se trata del mismo uso de há étychen que en la proposición 4. Cf. 

nota 21. 
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Pues, siguiendo la misma construcción, demostrariamos 

de manera semejante que A es igual a E; pero Z es alguna 

otra (magnitud), entonces, si Z excede a a, excede también a 

E, y si es igual, también es igual, y si es menor, menor. 

Ahora bien, z es múltiplo de r, mientras que a, E son otros 

equimúltiplos, tomados al azar de A, B; por tanto, como r es 

a a, así r es a B [V, Def. 5]. 

Por consiguiente, las (magnitudes) iguales guardan la 

misma razón con una misma (magnitud) y la misma 

(magnitud) (guarda la misma razón) con las (magnitudes) 

iguales. 

Porisma: 

A partir de esto queda claro que, si algunas magnitudes 

son proporcionales, también son proporcionales por inver- 

sión [V, Def. 13] Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 8 

De magnitudes desiguales, la mayor guarda con una 

misma (magnitud) una razón mayor que la menor, y la 

misma (magnitud) guarda con la menor una razón mayor 

que con la mayor. 

Sean AB, r magnitudes desiguales, y sea la mayor AB, y 

otra, al azar, A. 

Digo que AB guarda con A una razón mayor que r con A, 

y A guarda con r una razón mayor que con AB. 
Pues como AB es mayor que T, hágase BE igual a rF, en- 

tonces la menor de las (magnitudes) AE, EB, multiplicada, 

será alguna vez mayor que A [V, Def. 4]. En primer lugar, 

sea AE menor que EB, y multipliquese AE, y sea su múltiplo 

ZH que es mayor que a, y, cuantas veces ZH es múltiplo de 
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AE, tantas veces lo sea también HƏ de EB y K de F; tómese A 

doble de a y m triple (de a), y así sucesivamente?” hasta que 

el múltiplo tomado de A sea el primero mayor que K. 

Tómese y sea N, el cuádruplo de a, el primero mayor que K. 

E mn 
A HA AA B AAA 

> 

T————— A HA 

H 

Así pues, dado que K es el primero menor que N, enton- 

ces K no es menor que M; y, dado que ZH es el mismo múl- 

tiplo de AE que HƏ de EB, entonces ZH es el mismo múltiplo 

de AE que ze de aB [V, 1]. Ahora bien, ZH es el mismo múl- 

tiplo de AE que K de r; luego ze es el mismo múltiplo de AB 

que K de r. Por tanto zƏ, K son equimúltiplos de AB, r. 

Como He es a su vez el mismo múltiplo de EB que K de r, y 

EB es igual a r, entonces He es también igual a K; pero K no 

es menor que M; por tanto He tampoco es menor que M. 

Pero ZH es mayor que a; así pues, la (magnitud) entera ze 

es mayor que A y M juntas. 

Ahora bien, A y M juntas son iguales a N, puesto que M 

es efectivamente el triple de A, mientras que M y A juntas 

son el cuádruple de a, y N es también el cuádruple de A; por 

tanto M y A juntas son iguales a N. Pero ze es mayor que M, 

A; luego ze excede a N; mientras que K no excede a N. Y ze, 

K son equimúltiplos de AB, r, mientras que N es otro (múl- 

tiplo), tomado al azar, de A; por consiguiente AB guarda una 

razón mayor con A que F con A [V, Def. 7]. 

27 Kai hexés heni pleion, en el sentido de múltiplos sucesivamente in- 

crementados de uno en uno. 
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Digo además que A guarda también una razón mayor 

con T que A con AB. 

Pues, siguiendo la misma construcción, demostraríamos 

de manera semejante que N excede a K, mientras que N no 

excede a ze. Y N es múltiplo de a, mientras que Ze, K son 

otros equimúltiplos tomados al azar de AB, r; por consi- 

A |B å ma 

T-——— A AAA 

H 
Ze M —_ 

guiente A guarda con r una razón mayor que A con AB [V, 

Def. 7]. 

Sea ahora AE mayor que EB. Entonces la menor EB, mul- 

tiplicada, será alguna vez mayor que 4 [V, Def. 4]. Multipli- 

quese y sea He un múltiplo de EB, y mayor que a; y, cuantas 

veces H8 es múltiplo de EB, tantas veces sea también ZH 

múltiplo de AE y K de r. De manera semejante demostraría- 

mos que ze, K son equimúltiplos de AB, r; tómese pareja- 

mente N como múltiplo de a y el primero mayor que ZH; de 

modo que de nuevo ZH no es menor que M, y He es mayor 

que a; entonces la (magnitud) entera Ze excede a A, M, es 

decir a N. Pero K no excede a N, puesto que ZH que es mayor 

que He, es decir que K, tampoco excede a N. Y del mismo 

modo siguiendo los pasos de arriba completamos la demos- 

tración, 

Por consiguiente, de las magnitudes desiguales, la ma- 

yor guarda con una misma (magnitud) una razón mayor que 

la menor; y la misma (magnitud) guarda con la menor una 

razón mayor que con la mayor. Q. E. D. l 

4 
un 
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PROPOSICIÓN 9 

Las (magnitudes) que guardan con una misma (magni- 

tud) la misma razón son iguales entre sí; y aquellas con las 

que una misma (magnitud) guarda la misma razón, son 

iguales. 

Pues guarde cada una de las (magnitudes) A, B la misma 

razón con T. 
Digo que A es igual a B. 

Pues, si no, cada una de las (mag- 

nitudes) A, B no guardaría la misma 

razón con r [V, 8}; pero la guarda; luego A es igual a B. 

Guarde a su vez r la misma razón con cada una de las 

(magnitudes) A, B. 

Digo que a es igual a B. 

Pues, si no, r no guardaría la misma razón con cada una 

de las (magnitudes) A, B [V, 8); pero la guarda; luego A es 

igual a B. 

Por consiguiente, las (magnitudes) que guardan con una 

misma (magnitud) la misma razón son iguales entre si; y 

aquellas con las que una misma (magnitud) guarda la misma 

razón, son iguales. Q. E. D. 

NA A BA 

r 

Proposición 10 GD 

De las (magnitudes) que guardan razón con una misma 

(magnitud). la que guarda una razón mayor, es mayor. Y 
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aquella con la que la misma (magnitud) guarda una razón 

mayor, es menor. 

Pues guarde A con r una razón mayor que B con r. 

Digo que A es mayor que B. 

Pues, si no, O A es igual a B O es menor. Ahora bien, A 

no es igual a B: pues (entonces) cada 

una de las (magnitudes) A, B guarda- ^ SR 

ría la misma razón con r [V, 7]; pero IN O 

no la guarda; luego A no €s igual a 

B. Ahora bien, A tampoco es menor que B: pues (entonces) A 

guardaría con T una razón menor que B con r [V, 8]; pero no 

la guarda; luego A no es menor que B. Y se ha demostrado 

que tampoco es igual. Por tanto A es mayor que B. 

Guarde a su vez r con B una razón mayor que T con A. 

Digo que B es menor que A. 

Pues, si no, O €s igual o es mayor. Ahora bien, B no es 

igual a A: pues (entonces) r guardaría con cada una de las 

(magnitudes) A, B la misma razón (V, 7]; pero no la guarda; 

luego A no es igual a B. Ahora bien, tampoco B es mayor 

que A: pues (entonces) r guardaría una razón menor con B 

que con A [V, 8], pero no la guarda; luego B no es mayor 

que a. Y se ha demostrado que tampoco es igual; por tanto 

B es menor que A. 

Por consiguiente, de las (magnitudes) que guardan razón 

con una misma (magnitud), la que guarda una razón mayor, 

es mayor. Y aquella con la que la misma (magnitud) guarda 

mayor razón, es menor. Q. E. D. 28, 

2% En esta proposición introduce Euclides unas nociones de razón ma- 

yor o menor en un contexto en el que la referencia a la def. V, 7, puede ser 

insuficiente. Como se ha observado reiteradamente (desde SIMSON, 1756 

— vid. ed. cit., notas, págs. 315-317—, cf. Hearu, ed. cit., 11, págs. 156- 

157), no se deben aplicar de modo inmediato a las razones las condiciones 

estipuladas o supuestas para las magnitudes, en particular la condición de 
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Asimismo, puesto que E es a Z como F es a ^, y se han 

tomado los equimúltiplos €, K de T, E y otros equimúltiplos, 

PROPOSICIÓN 11 tomados al azar, M, N de A, Z, entonces, si Ə excede a M, | ; 

también k excede a n, y si es igual, es igual, y sı menor, me- ¿y 

nor. Pero si e excede a M, también H excede a A, y si es UN 

Las razones que son iguales a una misma razón son 
b l de igual, es igual, y si menor, menor, de modo que, si H excede 

también iguales entre sí”. a A, K excede también a n, y si es igual, es igual, y si menor, 

Pues, como A es a B sea así F a A, y, como T es a A así E 

az. 
Digo que como A es a B asi E €s a Z. 

Tómense los equimúltiplos H, ©, K de A, r, E y otros 

menor. Ahora bien, H, K son equimúltiplos de A, E, y A, N 

otros equimúltiplos, tomados al azar, de B, Z; por tanto, 

como A es a B, así E a Z. 

Por consiguiente, las razones que son iguales a una mis- 

equimúltiplos, tomados al azar, A, M, N de B, A, Z. ma razón, también son iguales entre si. Q. E. D. 

Ba AA za PROPOSICIÓN 12 i 
£ 

HA O ———A-4: K A 
+ f ] 

Pa . ; a q A 

AA M A Si un número cualquiera de magnitudes fueren propor- i| 

Y puesto que como A es a B, así T es a A, y se han toma- 

do los equimúltiplos H, € de A, r, y otros equimúltiplos, to- 

mados al azar, A, M de B, A, entonces, si H excede a A, tam- 

bién e excede a M, y si es igual, es igual, y si menor, menor. 

tricotomía o el corolario destacado por Simson: que una magnitud no pue- 

de ser a la vez mayor o menor que otra (Simson, ed. cit., pág. 316). El 

propio Euclides vendrá a probar en la proposición siguiente que las razo- 

nes iguales a una misma razón son iguales entre sí, pese a disponer de la 

noción común l («las cosas iguales a una misma cosa son iguales entre 

sí»); en esta prop. V 11, Euclides, en vez de considerar una aplicación di- 

recta de esta noción común, desarrollará una prueba específica de la igual- 

dad entre razones. 
29 Por razones estilísticas traduzco hoi autoí por «iguales», pues en 

este caso son expresiones equivalentes. Sigo, por otra parte, al traductor 

anónimo de Simson. 

cionales, como sea una de las antecedentes a una de las 

consecuentes, así serán todas las antecedentes a las conse- 

cuentes. 

Sean A, B, F, A, E, Z un número cualquiera de magnitudes 

proporcionales, (de modo que) como A es a B, asi sonraa y 

EaZ. 

Digo que como A es a B, así serán A,T,EaB,A, Z. 

Tómense pues los equimúltiplos H, €, K de A, T, E y 

otros equimúltiplos, tomados al azar, A, M, N de B, A, Z. 

30 Expresión algebraica: sia:a'::b:b'::c:c...., cada razón es igual a 

la razón (a + b + c +...):(a' + b' + c'...). Este teorema aparece en ARIS- 

TÓTELES, Ética Nicomáquea V $ 1131b14, en la forma abreviada: «El todo 

es al todo como cada parte es a cada parte». 
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Ahora bien, puesto que es a A y E a Z como A €s a B; y 

se han tomado los equimúltiplos H, ©, K de A, T, E; y otros 

A lA T i ————— A E-——— 

Br | â mei 2 

E —_—_——_ 4 AAA a 

oeii M 

K N——___—_——+ 

equimúltiplos, tomados al azar, A, M, N de B, A, Z; entonces, 

si H excede a a, también © a M y K a N, y si es igual, igual, y 

si menor, menor. De modo que, si H excede a a, también H, 

a, K (exceden) a A, M, N, y si es igual, (son) iguales, y si me- 

nor, menores. Tanto H como H, €, K son equimúltiplos de A 

y de A, F, E, pues, en efecto, si hay un número cualquiera de 

magnitudes respectivamente equimúltiplos de cualesquiera 

otras magnitudes iguales en número, cuantas veces una de 

las magnitudes es múltiplo de otra, tantas veces lo serán 

también todas de todas [V, 1]. 

Por la misma razón, tanto A como A, M, N son equimúlti- 

plos de B y de B, A, Z; luego, como A es a B, así A, F, E a B, A, 

z [V, Def. 5]. l 
Por consiguiente, si un número cualquiera de magnitu- 

des fueren proporcionales, como sea una de las antecedentes 

a una de las consecuentes, así serán todas las antecedentes a 

las consecuentes. Q. E. D. 

a BE o 
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PROPOSICIÓN 13 

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la 

misma razón que una tercera con una cuarta, y la tercera 

guarda con la cuarta una razón mayor que una quinta con 

una sexta, la primera guardará también con la segunda una 

razón mayor que la quinta con la sexta. 

Guarde pues la primera, A, con la segunda, B, la misma 

razón que la tercera, r, con la cuarta, a; y guarde la tercera, 

r, con la cuarta, a, una razón mayor que la quinta, E, con la 

sexta, Z. 

A Irene T e M 4 H raaa 

B A] N Ab K A 

Digo que la primera, A, guardará también con la segun- 

da, B, una razón mayor que la quinta, E, con la sexta, Z. 

Pues como hay algunos equimúltiplos de r, E y otros 

equimúltiplos, tomados al azar, de A, Z, tales que el múltiplo 

de r excede al múltiplo de A pero 

el múltiplo de E no excede al 

múltiplo de z [V, Def. 7], tómense z —— 

y sean H, e equimúltiplos de T, E; o 
y K, A otros equimúltiplos al azar 

de a, Z, de modo que H exceda a K 

pero € no exceda a A; y cuantas 

veces H sea múltiplo de r, tantas veces lo sea también M de 

A, y cuantas veces sea múltiplo K de a, tantas veces lo sea 

también N de B. 

E rm 

AAA 

A0$x-—_———— aaa 
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Y puesto que r es a A como A es a B, y se han tomado los 

equimúltiplos M, H de A, F y otros equimúltiplos, tomados al 

azar, N, K de B, A, entonces, si M excede a N, también H ex- 

cede a K, y si es igual, es igual, y si menor, menor [V, Def. 

5]. Pero H excede a K; luego M también excede a N. Ahora 

bien, © no excede a A; y M, © son equimúltiplos de A, E, 

mientras que N, A (son) otros equimúltiplos, tomados al 

azar, de B, Z; luego A guarda cón B una razón mayor que E 

con Z [V, Def. 7]. 

Por consiguiente, si una primera (magnitud) guarda con 

una segunda la misma razón que una tercera con una cuarta, 

y la tercera guarda con la cuarta una razón mayor que una 

quinta con una sexta, la primera guardará también con la 

segunda una razón mayor que la quinta con la sexta. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 14 

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la 

misma razón que una tercera con una cuarta y la primera 

es mayor que la tercera, la segunda será también mayor 

que la cuarta, y si es igual, será igual, y si menor, menor. 

Guarde pues la primera, A, con la segunda, B, la misma 

razón que la tercera, r, con la cuarta, A, y sea A mayor que T. 

Digo que también B es mayor que a. 

Pues como A es mayor que r y B otra (magnitud), toma- 

da al azar, entonces A guarda una mayor razón con B que r 

ay r Con B[V, 8]. Pero como A es a B, 

así r es a a; entonces r guarda 

también con A una razón mayor 

que r con B [V, 13]. Ahora bien, aquella con la que una 

B———+4 à 
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misma magnitud guarda una razón mayor, es menor [V, 10]; 

así pues, A es menor que B; de modo que B es mayor que a. 

De manera semejante demostrariamos que si A es igual a 

r, B también será igual a A y si A es menor que r, B será 

también menor que a. 

Por consiguiente, si una primera magnitud guarda con 

una segunda la misma razón que una tercera con una cuarta, 

y la primera es mayor que la tercera, la segunda será tam- 

bién mayor que la cuarta, y si es igual, igual, y si menor, 

menor. Q. E. D.?!. 

PROPOSICIÓN 15 

Las partes guardan la misma razón entre sí que sus mis- 

mos múltiplos”, tomados en el orden correspondiente. 

Sea pues AB el mismo múltiplo de r que 4t de Z. 

Digo que como r es a Z, así AB a AE. 

Pues dado que AB es el mismo múltiplo de r que AE de 

Z, entonces, cuantas magnitudes iguales a r hay en AB, otras 

tantas (habrá) iguales a Z en AE. 

Dividase AB en las (magnitudes) A —>B_ T— 

AH, HƏ, ƏB iguales a r, y AE en las —, KA e o zem 

(magnitudes) AK, KA, AE iguales 

a z; entonces el número de las 

(magnitudes) AH, HƏ, ƏB será igual al número de las (mag- 

nitudes) AK, KA, AE. Y puesto que AH, H6, ƏB son iguales 

31 Simson añade la prueba especifica del segundo y tercer caso de esta 

proposición, a saber: si A es igual o menor que T. Cf. Simson, ed. cit., pág. 

131, 
3 En griego: hosaútós pollaplasiois. 
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entre sí y AK, KA, AE son también iguales entre sí, entonces, 

como AH es a AK, así He a KA, y ƏB a AE [V, 7]. Por tanto, 

como una de las antecedentes es a una de las consecuentes, 

así todas las antecedentes serán también a todas las conse- 

cuentes [V, 12]; entonces, como AH €s a AK, asi AB a AE. 

Ahora bien, AH es igual a T, y AK a Z; luego, como r es a Z, 

así AB a AE. 

Por consiguiente, las partes guardan la misma razón en- 

tre sí que sus mismos múltiplos tomados en el orden corres- 

pondiente. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 16 

Si cuatro mugnitudes son proporcionales, también por 

alternancia serán proporcionales. 

Sean A, B, T, a, cuatro magnitudes proporcionales, (a sa- 

ber) como A esa B, así T aa. 

Digo que lo serán también por alternancia, (a saber) 

como A es ar así Ba A. 
Tómense los equimúltiplos E, Z de A, B y otros equimúl- 

tiplos, tomados al azar, H, € de r, a. Y puesto que E es el 

mismo múltiplo de A que z de B, las partes guardan la mis- 

ma razón que sus mismos múltiplos [V, 15]; entonces, como 

A es a B así E a Z. Pero como A es a B, asi r a a; luego, co- 
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mor es a A, así también E a Z [V, 11]. A su vez, puesto que 

H, © son equimúltiplos de r, A, entonces, como T €s å A, así 

H a 8 [V, 15]. Pero como r es a a así E a Z; luego como E es 

a Z, así también H a e [V, 11]. Ahora bien, si cuatro 

magnitudes son proporcionales, y la primera es mayor que 

la tercera, la segunda será también mayor que la cuarta, y si 

es igual, igual, y si es menor, menor [V, 14]. Por tanto, si E 

excede a H, también Z excede a 9, y si es igual, es igual, y si 

menor, menor. Ahora bien, E, z son equimúltiplos de A, B, y 

H, Ə, otros (equimúltiplos), tomados al azar, de r, a; luego, 

como A es aT, así Ba A [V, Def. 5]. 

Por consiguiente, si cuatro magnitudes son proporciona- 

les, también por alternancia serán proporcionales. Q. E. D. 

PROPOsICcIiÓN 17 

Si unas magnitudes son proporcionales por composi- 

ción, también por separación serán proporcionales *. 

Sean AB, BE, rA, Az magnitudes proporcionales por com- 

posición (de modo) que como AB es a BE, así FA es A AZ. 

Digo que también por separación serán proporcionales, 

de modo que, como AE sea a EB, así rZ será a AZ. 

33 Expresión algebraica: 

si a : b :: c : d, entonces (a — b) : b :: (c — d) : d 

Euclides emplea aqui synkeímenos lógos «razón compuesta» en el sen- 

tido de synthesis lógou «composición de una razón», lo que demuestra que 

ambos términos no están claramente definidos en los Elementos, cf. no- 

ta 13. 
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Pues tómense los equimúltiplos HO, 8K, AM, MN de AE, 

EB, IZ, ZA y otros equimúltiplos, tomados al azar, KZ, NT de 

EB, ZA. 

Y dado que He es el mismo múltiplo de AE que ek de 

EB, entonces HƏ es el mismo múltiplo de AE que HK de AB 

E H 8 K cz 
A 3 B -í AA —_—__-2 2  _ _———— 

Z A M N n 
PA — A o O E) 

[V, 1]. Pero He es el mismo múltiplo de AE que AM de rz; 

entonces HK es el mismo múltiplo de AB que AM de rz. 

Como Am es a su vez el mismo múltiplo de rz que MN de 

ZA, entonces AM es el mismo múltiplo de rz que AN de Fa 

[V, 1]. Pero AM era el mismo múltiplo de rz que HK de AB; 

así pues HK es el mismo múltiplo de AB que AN de ra. Por 

tanto HK, AN son equimúltiplos de AB, ra. Como eK es a su 

vez el mismo múltiplo de EB que MN de Za, y Kz es también 

el mismo múltiplo de EB que NN de Za, la suma 8z es tam- 

bién el mismo múltiplo de EB que MN de zA [V, 2]. Ahora 

bien, dado que, como AB es a BE, así rA es a Az, y se han 

tomado los equimúltiplos HK, AN de AB, FA y los equimúlti- 

plos 6z, MN de EB, Za, entonces, si HK excede a ƏZ, AN exce- 

de también a Mn, y si es igual, es igual, y si menor, menor. 

Exceda HK a 6z; entonces, si se quita la (magnitud) común, 

eK, también He excede a KZ. Pero si HK excedía a Əz, AN 

también excedía a Mil; luego AN excede también a MN, y si 

se quita la (magnitud) común MN, AM también excede a NI; 

de modo que, si He excede a KZ, AM excede también a NI. 

De manera semejante demostraríamos que si He es igual a 

KZ, AM también será igual a NN, y si es menor, será menor. 

Ahora bien, He, AM son equimúltiplos de AE, FZ, pero Kz, 

NI son otros equimúltiplos tomados al azar de EB, Za; por 

tanto, como AE €s a EB, así IZ a Za. 
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Por consiguiente, si unas magnitudes son proporcionales 

por composición, también por separación serán proporcio- 

nales. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 18 

Si unas magnitudes son proporcionales por separación, 

también por composición serán proporcionales. 

Sean AE, EB, TZ, za magnitudes proporcionales por sepa- 

ración, (de modo que) como AE es 3 EB, asi IZ es a Za. 

Digo que también por composición serán proporciona- 

les, (de modo que) como AB (es) a BE, así rA (será) a AZ. 

Porque si TA no es a AZ como AB a BE, entonces, como 

AB es a BE, así ra será a una (magnitud) menor que AZ o a 

una mayor. 

Sea en primer lugar proporcional a la menor aH. Dado 

que como AB es a BE, así TA es a AH, son magnitudes propor- 

E 
A AA B 

Pee aAa 

cionales por composición; así pues también serán propor- 

cionales por separación [V, 17]. Por tanto, como AE es a EB, 

así TH a Ha. Pero también se ha supuesto que como AE es a 

EB, así TZ a Za. Luego, como TH es a Ha, asi rZ a ZA [V, 11]. 

Pero la primera rH es mayor que la tercera rz; entonces la 

segunda Ha también es mayor que la cuarta Za [V, 14]. Pero 

también menor, lo cual es imposible; por tanto no es el caso 

de que ra sea a una (magnitud) menor que Za, como AB a 

BE. De manera semejante demostrariamos que tampoco es 
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proporcional a una mayor; así pues será proporcional a la 

propia (Za). 
Por consiguiente, si unas magnitudes son proporcionales 

por separación, también por composición serán proporcio- 

nales. Q. E. D. 4. 

PROPOSICIÓN 19 

Si como un todo es a otro todo, asi es una (parte) qui- 

tada (de uno) a una (parte) quitada (de otro), la (parte) 

restante será también a la (parte) restante como el todo es 

al todo. 

Pues como el todo aB es al todo ra, asi sea la (parte) 

quitada AE a la (parte) quitada rz. 

Digo que la (parte) restante EB será también a la (parte) 

restante Za como el todo AB es al todo Fa. 

H La demostración supone la existencia de un cuarto término propor- 
cional. Diversos editores y comentadores de los Elementos, al menos des- 

de Clavio (1574, 2.* ed. 1589), han optado por la declaración expresa de 

esa suposición a título de axioma. Otros han preferido la opción de una 

prueba independiente de dicho supuesto o la opción de demostrar previa- 

mente la suposición misma (HEATH, ed. cit., H, págs. 170-174, ofrece di- 

versas muestras). El propio Euclides demostrará más adelante, en la prop. 

VI 12, un caso particular en el que los términos proporcionales son lineas 

rectas. Por lo demás, una vez asumida la existencia de una «cuarta 

proporcional», se podría derivar ulteriormente su unicidad a través de las 

proposiciones V 11 y V9. 
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Pues, dado que como AB es a TA, así AE es a TZ, también, 

por alternancia, como BA es a AE, así ar a rz [V, 16]. Y 

puesto que son magnitudes proporcionales por composición, 

también por separación serán proporcionales [V, 17] (es 

decir) como BE es a EA, así AZ a rZ; y, por alternancia, como 

BE es a AZ, así EA a ZT [V, 16]. Pero, como AE es a IZ, así se 

ha supuesto que el todo AB es al todo ra. Luego la (parte) 

restante EB será a la (parte) restante Za como el todo AB es al 

todo ra [V, 11]. 

Por consiguiente, si como un todo es a otro todo, así es 

una (parte) quitada (de uno) a una (parte) quitada (del otro), 

la (parte) restante será también a la (parte) restante como el 

todo es al todo. Q. E. D. 

[Y puesto que se ha demostrado que como AB es a rA, 

así EB a Za, también por alternancia, como AB es a BE, así FA 

a ZA, luego son magnitudes proporcionales por composi- 
ción; pero se ha demostrado que como BA €s a AE, así Ar es 

a rZ; y esto es por conversión] *’. 

Porisma: 

A partir de esto queda claro que si unas magnitudes son 

proporcionales por composición, también por conversión 

serán proporcionales. Q. E. D. 

Proposición 20 

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en número 

que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razón, y si, 

35 Heiberg atetiza las lineas que se encuentran entre la conclusión y el 

porisma porque Euclides no acostumbra a explicar un porisma, ya que, por 

su propia naturaleza, un porisma no precisa explicación sino que es algo 

que se presenta, según Proclo, apragmateritós, es decir, «sin esfuerzo». 
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por igualdad, la primera es mayor que la tercera, también 

la cuarta será mayor que la sexta; y si es igual, igual, y si 

es menor, menor. 

Sean A, B, T tres magnitudes y A, E, Z otras iguales a 

ellas en número que, tomadas de dos en dos, guarden la 

misma razón, (es decir que) como A €s a B, asi A esaEy 

como B es ar, así E a Z, y, por igualdad, sea mayor A que T. 

Digo que a será también mayor que z, y si es igual, 

igual, y si es menor, menor. 

A AAA A HA 
Ps 

CE 
A 

B mmm 
E -——= 

T eea 
LA 

Pues dado que A es mayor que F y B €S otra (magnitud) 

cualquiera, la mayor guarda con una misma (magnitud) una 

razón mayor que la menor [V, 8], entonces A guarda con B 

una razón mayor que r con B. Pero como A es a B, así A es a 

E, y por inversión, como T es:a B, así Z es a E; luego A tam- 

bién guarda con E una razón mayor que Z con E [v, 13]. 

Ahora bien, de las magnitudes que guardan razón con una 

misma (magnitud), la que guarda una razón mayor es mayor 

[V, 10]. Así pues a es mayor que z. De manera semejante 

demostraríamos que, si A es igual a T, también a será igual 
a 

Z, y si es menor, menor. 

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales 

a ellas en número que, tomadas de dos en dos, guardan la 

misma razón, y si, por igualdad, la primera es mayor que la 

tercera, también la cuarta será mayor que la sexta; y si es 

igual 5 igual, y s1 es menor, menor. Q. E. D. po DS 
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PROPOSICIÓN 21 

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en número 

que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razón y Su 

proporción es perturbada, y si , por igualdad, la primera es 

mayor que la tercera, también la cuarta será mayor que la 

sexta; y si es igual, igual; y si es menor, menor. 

Sean A, B, r tres magnitudes y A, Z, E Otras iguales a 

ellas en número que, tomadas de dos en dos, guarden la 

misma razón, y sea su proporción perturbada (es decir que) 

como A es a B, así E a Z, y como Besar, así A a E, y, por 

igualdad, sea A mayor que T. 

Digo que a también será ma- 

yor que Z, y si es igual, igual, ysi Bu | En 

es menor, menor. A IES 

Pues como A es mayor que T, y 

B otra magnitud, entonces A guarda una razón mayor con B 

que r con B [V, 8]. Pero como A es a B, así E a Z, y por 

inversión, como r es a B, así E €s a A. Por tanto E guarda una 

razón mayor con Z que E con 4 [V, 13]. Pero aquello con lo 

que una misma (magnitud) guarda una razón mayor es 

menor [V, 10], luego Z es menor que A, por tanto a es mayor 

que z. De manera semejante demostrariamos que si A es 

igual a r, a será también igual a z, y si menor, menor. 

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales 

a ellas en número, que, tomadas de dos en dos, guardan la 

misma razón, y su proporción es perturbada; y si, por igual- 

dad la primera es mayor que la tercera, la cuarta será tam- 

bién mayor que la sexta; y si es igual, igual; y si es menor, 

= A şr 

menor. Q. E. D. 
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PROPOSICIÓN 22 

Si hay un número cualquiera de magnitudes y otras 
iguales a ellas en número que, tomadas de dos en dos, 
guardan la misma razón, por igualdad guardarán también 
la misma razón. 

Sean A, B, r un número cualquiera de magnitudes y a, E, 
Z otras iguales a ellas en número que, tomadas de dos en 
dos, guarden la misma razón (es decir que) como a es a B, 
así A es a E, y como Besar, así E es a Z. 

A | Br—— T ———— 

AAA ER : A © 

A AH AA N e—a 

Digo que por igualdad guardarán también la misma ra- 
zón (i. e. que como A es aT, así A es a Z). 

Pues tómense los equimúltiplos H, © de A, A y otros 
equimúltiplos tomados al azar K, A de B, E, y además otros 
equimúltiplos al azar M, N de T, Z. 

Y dado que como A es a B, así A es a E, y se han tomado 
los equimúltiplos H, € de A, A y otros equimúltiplos tomados 
al azar K, A de B, E, entonces como HesakKasí8 a A [V, 4]. 
Por lo mismo, como K es a M, así A es a N. Así pues, dado 

que H, K, M son tres magnitudes y 6, A, N otras magnitudes 
iguales a ellas en número que, tomadas de dos en dos, guar- 
dan la misma razón, entonces, por igualdad, si H excede a 
M, € también excede a N; y si es igual, es igual; y si es me- 

ALA bd A = - - A A ZA 
TE TDR R æ 2 EN 
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nor, menor [V, 20]. Ahora bien, H, © son equimúltiplos de 

A, A, y M, N otros equimúltiplos tomados al azar de T, Z. 

Entonces como A es ar, así 4 es a Z [V, Def. 5]. 

Por consiguiente, si hay un número cualquiera de mag- 

nitudes y otras iguales a ellas en número que, tomadas de 

dos en dos, guardan la misma razón, por igualdad guardarán 

también la misma razón. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 23 

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en número 

que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razón, y su 

proporción es perturbada, por igualdad guardarán también 

la misma razón. 

Pues sean A, B, r tres magnitudes y A, E, Z otras iguales a 

ellas en número que, tomadas de dos en dos, guarden la 

A HH Br T——=a 

å — En——= z= 

H or O ee A HA 

KA M e NA 

misma razón y sea su proporción perturbada, (es decir que) 

como A es a B, así E a Z y como Besar, así A a E. 

Digo que como A es aT, así A es a Z. 

Pues tómense los equimúltiplos H, €, K de A, B, A y otros 

equimúltiplos tomados al azar A, M, N de T, E, Z. 

Y dado que H, e son equimúltiplos de A, B y las partes 

guardan la misma razón que sus mismos múltiplos [V, 

AL 
8 -z 
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15]%, entonces como A €s a B, asi H es a ©. Por lo mismo, 

como E es a Z, así también M a N; ahora bien, como A es a B, 

así E a Z; entonces como H es a 9, así M a N [V, 11]. Y dado 

que, como Besar, así A a E, también, por alternancia, como 

B es a A, así r a E [V, 16]. Y puesto que €, K son equimúlti- 

plos de B, a, y las partes guardan la misma razón que sus 

equimúltiplos, entonces como B es a A, así 8 a K [V, 15]. 

Ahora bien, como B es a A, así F a E; luego también como e 

es a K, así r a E [V, 11]. A su vez, dado que A, M son equi- 

múltiplos de r, E, entonces, como T ès a E, así a a M [V, 15]. 

Ahora bien, como f es a E, así 8 a K; luego también como € 

es a K, asia a M [ V, 11); y, por alternancia, como © €s å A, 

así K es a M [V, 16]. Pero se ha demostrado también que 

como H es a 9, así M a N. 

Asi pues, dado que H, €, A son tres magnitudes y K, M, N 

otras iguales a ellas en número que, tomadas de dos en dos, 

guardan la misma razón, y Su proporción es perturbada, en- 

tonces, por igualdad, si H excede a a, K también excede a N; 

y si es igual, es igual; y si menor, menor [V, 21]. Pero H, K 

son equimúltiplos de A, A, Y A, N de T, Z. Por tanto, como A 

es a T, así A es a Z. 

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales 

a ellas en número que, tomadas de dos en dos, guardan la 

misma razón, y su proporción es perturbada, por igualdad 

guardarán también la misma razón. Q. E. D.. 

% Hosaútós. 

37 Simson (1756), ed. cit., pág. 141, presenta una prueba más sencilla 

que evita la reiterada mediación de las proposiciones V 11, 15, 16, y se 

sirve de una aplicación directa de la prop. V 4. Esta versión cuenta con el 

apoyo de algunos mss., aunque no con la autoridad de una fuente textual 

como el ms. P. En todo caso, es justa su observación de que el último paso 

de la prueba debe referirse a los equimúltiplos H, K —de A, 4— Y A, N 

— de r, z—, como a equimúltiplos cualesquiera. El propio Simson gene- 
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PROPOSICIÓN 24 

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la 

misma razón que una tercera con una cuarta, y una quinta 

guarda con la segunda la misma razón que la sexta con la 

cuarta, la primera y la quinta, tomadas juntas, guardarán 

también la misma razón con la segunda que la tercera y la 

sexta con la cuarta. 

Pues guarde una primera (magnitud) AB con una segun- 

da r la misma razón que una tercera AE con una cuarta Z; y 

guarde una quinta BH con la segunda, r, la misma razón que 

la sexta, E6, con la cuarta Z. 

a e b (a E 
A AH an AA 

PERTE A LAA A 

Digo que, tomadas juntas, la primera y la quinta, AH, 

guardarán la misma razón con la segunda, r, que la tercera y 

la sexta, ae, con la cuarta Z. 

Dado que BH es a r como E8 a Z, entonces, por inver- 

sión, como T es a BH, así Z a E8. Puesto que AB es a r como 

AE a Z, y, como r es a BH, así Z a E9, entonces, por igualdad, 

como AB es a BH, así AE a E8 [V, 22]. Ahora bien, puesto 

que las magnitudes son proporcionales por separación, tam- 

bién serán proporcionales por composición [V, 18); luego, 

como AH es a HB, así 48 es a OE. Pero, como BH es a T, así 

E8 a Z; luego, por igualdad, como AH es a T, asi a9 €esaz 

[V, 22]. 

ralizará el alcance de esta proposición a un número cualquiera de magni- 

tudes (l. c., págs. 141-142). 
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Por consiguiente, si una primera magnitud guarda con 

una segunda la misma razón que una tercera con una cuarta, 

y una quinta guarda con la segunda la misma razón que una 

sexta con la cuarta, la primera y la quinta, tomadas juntas, 

guardarán también la misma razón con la segunda que la 

tercera y la sexta con la cuarta. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 25 

Si cuatro magnitudes son proporcionales, la mayor y la 

menor (juntas) son mayores que las dos restantes. 

Sean AB, FA, E, Z cuatro magnitudes proporcionales, (es 

decir que) como AB es a Ta, así E a Z; y sea la mayor de ellas 
AB y la menor Z. 

Digo que AB, Z son mayores que TA, E. 

Pues hágase AH igual a E y re igual a Z. 

Dado que, como AB es a Fa, así E es a Z, y E es igual a 

AH, mientras que Z (es igual) a re, entonces como AB es a 

TA, así AH es a re. Ahora bien, ya 

A » B que el todo ab es al todo ra como la 
E ee a imeat (parte) quitada AH es a la (parte) 
O CE S: A quitada re, entonces la (parte) 
; Somr restante 118 será a la (parte) restante 

ea como el todo AB es al todo ra 

[V, 19]. Pero AB es mayor que ra; luego HB también (será) 

mayor que 84. Y dado que AH es igual a E y re a z, 

entonces AH, Z son iguales a Fe, E. Y si, no siendo ¡iguales 

HB, ƏA, y siendo mayor HB, se añaden AH, Z a HB y se 

añaden T9, E a 6A, se sigue que AB, Z son mayores que Fa, E. 

Por consiguiente, si cuatro magnitudes son proporciona- 

les, la mayor de ellas y la menor (juntas) son mayores que 

las dos restantes. Q. E. D. 

LIBRO SEXTO 

DEFINICIONES 

1. Figuras rectilineas semejantes son las que tienen los 

ángulos iguales uno a uno y proporcionales los lados 

que comprenden los ángulos iguales 3. 

[2. (Dos) figuras están inversamente relacionadas cuando 

en cada una de las figuras hay razones antecedentes 

y consecuentes]?”. 

3 ARISTÓTELES, Analíticos Segundos 1 17, 99a13, dice que la semejan- 
za (tó hómoion) de las figuras consiste quizá (íss) en que tengan sus lados 

proporcionales y sus ángulos iguales. El uso de fsós sugiere que en época 

de Aristóteles esta definición no estaba todavía establecida. 

Y Hegoúmenol te kai hepómenoi lágoi «razones antecedentes y conse- 
cuentes» resulta oscuro; por ello, Candalla y Peyrard leen lógon hóroi o 
simplemente lógon. Además, la definición no se utiliza nunca en los Ele- 
mentos, pues no se alude a los paralelogramos que cumplen estas propie- 

dades (VI 14-15, XI 34, etc.) como «inversamente relacionados» sino 

«que tienen sus lados inversamente relacionados». Probablemente se trata 
de una interpolación que ya aparece en Herón. Simson propone sustituir 
esta definición por la siguiente: «Dos cantidades [magnitudes] proporcio- 
nales se dicen reciprocamente proporcionales á otras dos, quando una de 
las primeras es á una de las segundas, como la restante de las segundas å - 
la restante de las primeras» (ed. cit., pág. 322). 

Por otra parte, la traducción «inversamente relacionados» (recípro- 

camente proporcionales en la versión española de la edición de Simson) 
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3. Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y 

media razón cuando la recta entera es al segmento 

mayor como el (segmento) mayor es al meror. 

4. En toda figura, la altura es la perpendicular trazada 

desde el vértice hasta la base. 

[5. Se dice que una razón está compuesta de razones 

cuando los tamaños de las razones multiplicadas por 

sí mismas producen alguna razón] *. 

PROPOSICIÓN 1 

Los triángulos y los paralelogramos que tienen la mis- 

ma altura son entre sí como sus bases“. 

tanto en esta definición como en las proposiciones VI 14-15, corresponde 

al verbo griego antipáschó. Prefiero esta versión a la de «inversamente 

proporcionales» que proponen MÚGLER: «étre inversement proportionnel» 

(Dictionnaire historique de la terminologie géométrique des grecs, pág. 

66), F. Vera (Científicos griegos 1, pág. 805) y el Diccionario Griego- 

Español II (Madrid, C.S.I.C., 1986), pág. 346, porque Euclides no utiliza 

ni en esta definición ni en las proposiciones VI 14-15, el término habitual 

para la proporción por inversión: anápalin. 

40 No cabe duda de que la presente definición ha sido interpolada por 

Teón. El ms. P la tiene en el margen, se omite en la traducción del árabe 

de Campano y los mss. que la tienen la presentan en diferentes lugares. 

Simson la tacha de inútil, absurda y nada geométrica, pues sólo los núme- 

ros pueden multiplicarse y hay razones de las que no puede resultar núme- 

ro alguno, por ej. la de la diagonal del cuadrado a su lado, o la de la 

circunferencia del círculo a su diámetro, y otras semejantes. Aduce, por 

otra parte, que no se hallan vestigios de la definición ni en Euclides, ni en 

Arquímedes, ni en ningún otro geómetra de los antiguos que usan con 

frecuencia la razón compuesta. Concluye que la definición presente se 

debe a Teón, pues aparece en sus comentarios sobre la Descripción 

Magna de Tolemeo (cf. Simson, ed. cit., págs. 324-329). 

41 Más literalmente: «que están bajo la misma altura» tà hypo tó autò 

hypsos ónta. 
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Sean ABT, ara triángulos y Er, rz paralelogramos que 

tienen la misma altura. 

o H B Tr A K A 

Digo que como la base Br es a la base ra, así el trián- 

gulo Abr es al triángulo ATA y el paralelogramo Er al parale- 

logramo rz. 

Pues prolónguese BA por cada lado hasta los puntos €, A, 

y háganse tantas rectas como se quiera BH, He iguales a la 

base Br, y tantas rectas como se quiera AK, KA iguales a la 

base ra. Y trácense AH, A6, AK, AM. Ahora bien, puesto que 

TB, BH, HƏ son iguales entre sí, los triángulos A8H, AHB, ABT 

son también iguales entre sí [I, 38]. Por tanto, cuantas veces 

la base er es múltiplo de la base Br, tantas veces el trián- 

gulo aer es múltiplo del triángulo ABr. Por lo mismo cuan- 

tas veces la base ar es múltiplo de la base r4, tantas veces el 

triángulo AAr es también múltiplo del triángulo Ara; y si la 

base er es igual a la base ra, el triángulo Aer es también 

igual al triángulo Ara (1, 38], y si la base er excede a la 

base ra, el triángulo aer excede también al triángulo ATA, y 

si es menor, es menor. 

Habiendo, pues, cuatro magnitudes: dos bases BI, TA y 

dos triángulos ABT, ATA, se han tomado unos equimúltiplos 

de la base sr y del triángulo ABr, a saber: la base er y el 

triángulo aer, y, de la base Fa y del triángulo AAr, otros 

equimúltiplos al azar, a saber: la base ar y el triángulo Aar; 

ahora bien, se ha demostrado que, si la base er excede a la 

H H t 
4 
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base Fa, el triángulo Aer excede también al triángulo AAT, y 

si es igual, es igual, y si menor, menor. Por tanto, como la 

base Br es a la base ra, así el triángulo ABr es al triángulo 

ATA [V, Def. 5]. 

Y puesto que el paralelogramo Er es el doble del trián- 

gulo Abr [I, 41] y el paralelogramo zr es el doble del trián- 

gulo Ara, mientras que las partes guardan la misma razón 

que sus mismos múltiplos [V, 15], entonces, como el trián- 

gulo ABI es al triángulo Ara, asi el paralelogramo Er al para- 

lelogramo Zr. Así pues, ya que se ha demostrado que, como 

la base Br es a la base Fa, así el triángulo asr es al triángulo 

ATA, y, como el triángulo ABT es al triángulo ATA así el para- 

lelogramo Er es al paralelogramo rz, entonces, como la base 

Br es a la base ra, así el paralelogramo Er es al paralelo- 

gramo ZT [V, 11]. 

Por consiguiente los triángulos y los paralelogramos que 

tienen la misma altura son entre sí como sus bases. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 2 

Si se traza una recta paralela a uno de los lados de un 

triángulo, cortará proporcionalmente los lados del trián- 

gulo. Y si se cortan proporcionalmente los lados de un 

triángulo, la recta que une los puntos de sección será para- 

lela al lado restante del triángulo. 

Trácese, pues, AE paralela a uno de los lados, Br, del 

triángulo ABr. 

Digo que como BA es a AA, asi TE a EA. 

Pues trácense BE, Ta. 

` > E E EEE 
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Entonces el triángulo BAE es igual al triángulo TAE: por- 

que están sobre la misma base, AE, y entre las mismas para- 

lelas, AE, Br [I, 38]; y el triángulo 

AAE es algún otro (triángulo). Pero 

las (magnitudes) iguales guardan la 

misma razón con una misma (mag- 

nitud) [V, 7]; entonces, como el 

triángulo BAE es al (triángulo) AAE, 

así el triángulo raE es al triángulo 

AAE. Ahora bien, como el triángulo BAE es al triángulo AAE, 

así BA es a AA: porque teniendo la misma altura, a saber: la 

perpendicular trazada desde E hasta AB, son uno a otro como 

sus bases [VI, 1]. Por la misma razón, como el triángulo TAE 

es al triángulo AAE, así FE a Ea; por tanto, como BA €s a AA, 

así también TE a EA [V, 11]. 

Por otra parte córtense proporcionalmente los lados AB, 

Ar del triángulo asr, de modo que, como B4 es a AA, así TE a 

EA, y trácese AE. 

Digo que AE es paralela a Br. 

Pues, siguiendo la misma construcción, dado que, como 

BA es a AA, así TE a EA, mientras que, como BA es a AA, así el 

triángulo BAE es al triángulo AAE, y, como TE es a EA, así 

el triángulo TAE es al triángulo AaE [VI, 1], entonces, como 

el triángulo BAE es al triángulo AAE, así el triángulo TAE es al 

triángulo AAE [V, 11]. Por tanto cada uno de los triángulos, 

BAE, TAE, guarda la misma razón con el (triángulo) AAE. Así 

pues el triángulo BAE es igual al triángulo rar [V, 9]; y están 

sobre la misma base, AE. Pero los triángulos que están sobre 

la misma base, están también entre las mismas paralelas (I, 

39], por tanto AE es paralela a BF. 

Por consiguiente, si se traza una recta paralela a uno de 

los lados de un triángulo, cortará proporcionalmente los 

lados del triángulo. Y si se cortan proporcionalmente los la- 

A 
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dos de un triángulo, la recta que une los puntos de sección 

será paralela al lado restante del triángulo. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 3 

Si se divide en dos partes iguales un ángulo de un trián- 

gulo, y la recta que corta el ángulo corta también la base, 

los segmentos de la base guardarán la misma razón que los 

restantes lados del triángulo; y, si los segmentos de la base 

guardan la misma razón que los lados restantes del trián- 

gulo, la recta trazada desde el vértice hasta la sección di- 

vidirá en dos partes iguales el ángulo del triángulo. 

Sea ABr el triángulo, y divídase el ángulo BAr en dos 

partes iguales por la recta AA. 

Digo que, como B4 es a Fa, así BA a Ar. 

Pues trácese por el (punto) r, FE 

E paralela a aa y, prolongada BA, coin- 

cida con ella en E. 

Ahora bien, dado que la recta AF 

B 4 ha incidido sobre las paralelas AA, 

Er, entonces el ángulo ATE es igual 

al (ángulo) raa [I, 29]. Pero se ha supuesto que el (ángulo) 

raa es igual al (ángulo) Baa; así pues el (ángulo) BAA es 

también igual al ángulo Arg. Asimismo, dado que la (recta) 

BAE ha incidido sobre las paralelas Aa, Er, el ángulo externo 

BAA es igual al interno AEr [1, 29]. Pero se ha demostrado 

que el (ángulo) Are es también igual al (ángulo) BAa, por 

tanto el ángulo are es también igual al (ángulo) AET; de 

manera que el lado AE es también igual al lado Ar (1, 6]. 
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Y puesto que se ha trazado la (recta) AA paralela a uno 

de los lados, Er, del triángulo BrE, entonces, proporcional- 

mente, cemo Ba es a ar, así BA a AE [VI, 2]. 

Pero AE es igual a ar. Por tanto, como Ba es a ar, asi BA 

a Ar. 

Ahora bien, sea BA a Ar COMO BA a AF y trácese AA. 

Digo que el ángulo Bar ha sido dividido en dos partes 

iguales por la recta Aa. 

Pues, siguiendo la misma construcción, dado que, como 

BA es a ar así BA a Ar, pero también como Ba es a ar, así BA 

a AE — porque se ha trazado aa paralela a uno de los lados 

Er del triángulo Bre [VI, 2] —, entonces, como BA es a Ar, 

así también BA a AE [V, 11]. Por tanto Ar es igual a AE [V, 

9], de manera que el ángulo agr es también igual al (án- 

gulo) are [I, 5]. Pero el (ángulo) aer es igual al (ángulo) ex- 

terno BAA [I, 29], y el (ángulo) Are es igual al (ángulo) 

alterno raa [I, 29]; así pues el (ángulo) Baa es también igual 

al (ángulo) raa. Por tanto el ángulo Bar ha sido dividido en 

dos partes iguales por la recta Aa. 

Por consiguiente, si se divide en dos partes iguales un 

ángulo de un triángulo, y la recta que corta el ángulo corta 

también la base, los segmentos de la base guardan la misma 

razón que los restantes lados del triángulo. Y si los segmen- 

tos de la base guardan la misma razón que los lados restan- 

tes del triángulo, la recta trazada desde el vértice hasta la 

sección dividirá en dos partes iguales el ángulo del trián- 

gulo. 
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PROPOSICIÓN 4 

En los triángulos equiángulos, los lados que compren- 

den los ángulos iguales son proporcionales y los lados que 

subtienden los ángulos iguales son correspondientes. 

Sean ABT, AFE triángulos equiángulos con el ángulo ABr 

igual al ángulo Are, y el ángulo Bar igual al AE y además el 

(ángulo) ArB igual al (ángulo) FEa. 

Digo que en los triángulos ABI, 

AFE, los lados que comprenden los 

ángulos iguales son proporcionales 
y los (lados) que subtienden los án- 

gulos iguales son correspondientes. 

Pónganse, pues, en línea recta 

. Br, TE. Y dado que los ángulos ABr, 

ATB son menores que dos rectos [I, 17], y el (ángulo) ArB es 

igual al (ángulo) AEF, entonces los (ángulos) ABT, AET son 

menores que dos rectos; por tanto BA, EA, prolongadas, se 

encontrarán [1, Post. 5]. Prolónguense y encuéntrense en Z. 

Y puesto que el ángulo arE es igual al (ángulo) ABI, BZ 

es paralela a ra (1, 28]. Puesto que, a su vez, el (ángulo) ArB 

es igual al (ángulo) AET, Ar es paralela a ze [1, 28]. Por tanto 

ZAľ4A es un paralelogramo; luego ZA es igual a ar y Ar a ZA 

[1, 34]. Ahora bien, dado que ar ha sido trazada paralela a 

uno (de los lados), ZE, del triángulo ZBE, entonces, como BA 

es a Az, asi Br a rE [VI, 2]. Pero Az es igual a ra; por tanto, 

como BA es a TA, así BI a TE, y, por alternancia, como AB es 

a Br, así ar a rE [V, 16]. Asimismo, puesto que Fa es para- 

lela a BZ, entonces, como BF es a FE, asi za a AE (VI, 2]. 

E ae r a 
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Pero Za es igual a Ar; por tanto, como BT es a TE, asi Ar a 

AE, y, por alternancia, como Br es a TA, así TE a EA [V, 16]. 

Así pues, ya que se ha demostrado que, como AB es a Br, así 

AT a FE, y como BT es a TA, así rE a EA, entonces, por igual- 

dad, como BA es a Ar, así TA es a AE [V, 22]. 

Por consiguiente, en los triángulos equiángulos los lados 

que comprenden los ángulos iguales son proporcionales y 

los lados que subtienden los ángulos iguales son corres- 

pondientes. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 5 

Si dos triángulos tienen los lados proporcionales, los 

triángulos serán equiángulos y tendrán iguales los ángulos 

a los que subtienden los lados correspondientes. 

Sean ABT, AEZ dos triángulos que tienen los lados pro- 

porcionales, es decir que como AB es A 

a BT, así AE a EZ, y como BT es a TA, 

así EZ a Za, y, además, como BA es a 

å 

AT, asi EA a AZ. E Z. 

Digo que el triángulo ABr y el 

triángulo AEZ son equiángulos y r H 

tendrán iguales los ángulos a los que B 

subtienden los lados correspondientes, a saber: el (ángulo) 

ABT al (ángulo) AEZ, el (ángulo) Bra al (ángulo) EZA y 

además el (ángulo) BAr al (ángulo) EAZ. 

Pues constrúyase en la recta EZ y en sus puntos E, Z, el 

ángulo ZEH igual al ángulo Abr [I, 23]; entonces el (ángulo) 

restante correspondiente a A es igual al (ángulo) restante co- 

rrespondiente a H [I, 32]. 
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Por tanto el triángulo Abr y el triángulo EHZ son equián- 

gulos. Luego en los triángulos ABT, EHZ los lados que com- 

prenden los ángulos iguales son proporcionales, y los (la- 

dos) que subtienden los ángulos iguales son correspondien- 

tes [VI, 4]; entonces como AB es a Br, HE es a EZ. Ahora 

bien, se ha supuesto que como AB es a BI, así AE es a EZ; por 

tanto, como 4E es a EZ, así HZ a EZ [V, 11]. Así pues, cada 

una de las (rectas) AE, HE guarda la misma razón con EZ; por 

tanto AE es igual a HE [V, 9]. Por la misma razón, AZ es tam- 

bién igual a HZ. Así pues, dado que AE es igual a EH y EZ es 

común, los dos (lados) AE, EZ son iguales a los dos (lados) 

HE, EZ; y la base AZ es igual a la base ZH; entonces el ángulo 

AEZ es igual al ángulo Hez [I, 8], y el triángulo AEZ igual al 

triángulo HEZ, y los ángulos restantes iguales a los ángulos 

restantes, aquellos a los que subtienden los lados iguales [I, 

4]. Por tanto el ángulo aZe es también igual al (ángulo) HZE, 

y el (ángulo) Eaz al (ángulo) EHZ. Y, dado que el (ángulo) 

ZEA es igual al (ángulo) HEZ, y el (ángulo) HEZ es igual al 

(ángulo) ABr, entonces el ángulo ABr es también igual al 

(ángulo) aEz. Por la misma razón el (ángulo) ArB es tam- 

bién igual al (ángulo) AZE, y además el (ángulo) correspon- 

diente a A es igual al (ángulo) correspondiente a a; por tanto 

el triángulo ABr y el triángulo AEZ son equiángulos. 

Por consiguiente, si dos triángulos tienen los lados pro- 

porcionales, los triángulos serán equiángulos y tendrán igua- 

les los ángulos a los que subtienden los lados correspon- 

dientes. Q. E. D. 
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PROPOSICIÓN 6 

Si dos triángulos tienen un ángulo (del uno) igual a un 

ángulo (del otro) y tienen proporcionales los lados que com- 

prenden los ángulos iguales, los triángulos serán equián- 

gulos y tendrán iguales los ángulos a los que subtienden los 

lados correspondientes. 

Sean ABI, a4EZ dos triángulos que tienen un ángulo, BAT, 

igual a un ángulo, Eaz, y tienen proporcionales los lados 

que comprenden los ángulos iguales, esto es: como BA es a 

Ar, así EA a AZ. 

Digo que el triángulo ABr y el triángulo AEZ son equián- 

gulos y tendrán el ángulo ABr igual 

al ángulo AEZ y el (ángulo) ArB al 4 

(ángulo) AZE. H 

Constrúyase, pues, en la recta AZ 

y en sus puntos a, Z, el (ángulo) ZAH CE Z 

igual a uno de los (ángulos) BAr, 

Eaz, y el (ángulo) AZH igual al 

(ángulo) ars [I, 231; entonces el ángulo restante corres- 

pondiente a B es igual al ángulo restante correspondiente a H 

[L 32]. 
Por tanto, el triángulo AB y el triángulo AHZ son equián- 

gulos. Luego, proporcionalmente, como BA €s a Ar, así HA a 

az [VI, 41. Pero se ha supuesto también que como BA es a 

Ar, así EA a AZ; luego también como Ea es a AZ, así HA a AZ 

[V, 11]. Por tanto Ea es igual a AH [V, 9] y AZ es común; en- 

tonces los dos (lados) Ea, AZ, son iguales a los dos (lados) 

HA, AZ; y el ángulo Eaz es igual al ángulo HAZ, luego la base 

B r 

191.-5 
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EZ es igual a la base HZ, y el triángulo AEZ es igual al trián- 

gulo Haz, y los ángulos restantes serán iguales a los ángulos 

restantes, aquellos a los que subtienden los lados iguales (1, 

4]. Por tanto el (ángulo) AZH es igual al (ángulo) AZE, y el 

(ángulo) AHZ al (ángulo) AEZ. Pero el (ángulo) AZH es igual 

al (ángulo) ArB; luego el (ángulo) ArB es igual al (ángulo) 

AZE. Ahora bien, se ha supuesto que también el (ángulo) 

Bar es igual al (ángulo) Eaz; por tanto, el (ángulo) restante 

correspondiente a B es igual al (ángulo) restante correspon- 

diente a E (I, 32]; luego el triángulo ABr y el triángulo AEZ 

son equiángulos. 

Por consiguiente, si dos triángulos tienen un ángulo (de 

uno) igual a un ángulo (del otro) y tienen proporcionales los 

lados que comprenden los ángulos iguales, los triángulos se- 

rén equiángulos y tendrán iguales los ángulos a los que 

subtienden ¡os lados correspondientes. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 7 

Si dos triángulos tienen un ángulo de uno igual a un án- 

gulo de otro y tienen proporcionales los lados que com- 

prenden los otros ángulos, y tienen los restantes ángulos 

parejamente menores o no menores que un recto, los trián- 
gulos serán equiángulos y tendrán iguales los ángulos que 

comprenden los lados proporcionales. 

Sean ABI, AEZ dos triángulos que tienen un ángulo (de 

uno) igual a un ángulo (del otro): el Bar al kaz, y los lados 

que comprenden los otros ángulos ABT, AEZ, proporcionales, 

a saber: como AB es a Br, así AE a EZ; y tengan, en primer 

lugar, los restantes (ángulos) correspondientes a r, Z meno- 

res que un recto. 
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Digo que el triángulo ABr y el triángulo AEZ son equián- 

gulos y el ángulo ABr será igual al 

(ángulo) AEZ, y el ángulo restante, 

es decir, el correspondiente a T, 

igual al (ángulo) restante correspon- E 
diente a Z. 

Pues si el (ángulo) ABr no es B H 2 

igual al ángulo AEZ, uno de ellos es r 

mayor. Sea mayor el ángulo ABr. Y 

constrúyase en la recta AB y en su punto B el ángulo ABH 
igual al (ángulo) aEz (1, 23]. 

Y dado que el ángulo A es igual al A y el (ángulo) ABH al 

(ángulo) AEZ, entonces el (ángulo) restante AHB es igual al 

(ángulo) restante AZE [I, 32]. Luego el triángulo ABH y el 

triángulo AEZ son equiángulos. Por tanto, como AB €s a BH, 

así AE a EZ. Pero se ha supuesto que, como AE es a EZ, AB es 
a Br; entonces AB guarda la misma razón con cada una de 

las (rectas) Br, BH [V, 11]; por tanto Br es igual a BH [V, 9]. 

De modo que también el ángulo correspondiente a r es igual 

al (ángulo) BHF [L, 5]. Ahora bien, el (ángulo) correspon- 

diente a r se ha supuesto menor que un recto; por tanto el 
(ángulo) BHr es también menor que un recto; de modo que 

el adyacente a él, AHB, es mayor que un recto [l, 13]. Pero 

se ha demostrado que es igual al correspondiente a Z; enton- 

ces el correspondiente a Z es también mayor que un recto; 

pero se ha supuesto menor que un recto, lo cual es absurdo. 

Por tanto no es el caso de que el ángulo ABr no sea igual al 

(ángulo) AEZ; luego es igual. Y el (ángulo) correspondiente 

a A es igual al ángulo correspondiente a A; así pues, el 

(ángulo) restante correspondiente a F es igual al (ángulo) 

restante correspondiente a Z [I, 32]. Por tanto el triángulo 

ABT y el triángulo AEZ son equiángulos. 
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Pero supóngase a su vez que cada uno de los ángulos 

correspondientes a r, z no son menores que un recto. 

Digo ahora que también en este caso el triángulo ABT y 

el triángulo AEZ son equiángulos. 

Pues, siguiendo la misma cons- 

trucción, demostraríamos de manera 

semejante que BT es igual a BH; de 

modo que el ángulo correspondiente 

a r es también igual al (ángulo) BHT 

H E [I, 5]. Pero el (ángulo) correspon- 

diente a r no es menor que un recto. 

Entonces el (ángulo) Bur tampoco es 

B menor que un recto. Asi que los dos 

ángulos del triángulo BHr no son 

menores que dos rectos, lo cual es imposible [I, 17]. Por 

tanto, una vez más no es el caso de que el (ángulo) ABr no 

sea igual al (ángulo) AEZ; luego es igual. Pero el (ángulo) 

correspondiente a A es igual al (ángulo) correspondiente a A; 

así pues, el (ángulo) restante correspondiente a r es igual al 

(ángulo) restante correspondiente a Z [I, 32]. Luego el trián- 

gulo ABr y el triángulo AEZ son equiángulos. 

Por consiguiente, si dos triángulos tienen un ángulo (de 

uno) igual a un ángulo (de otro) y tienen proporcionales los 

lados que comprenden los otros ángulos y tienen los restan- 

tes ángulos parejamente menores o no menores que un rec- 

to, los triángulos serán equiángulos y tendrán iguales los 

ángulos que comprenden los lados proporcionales. Q. E. D. 

A A 

centeno room o 

A E ETE EE 
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PROPOSICIÓN 8 

Si en un triángulo rectángulo se traza una perpendicu- 

lar desde el ángulo recto hasta la base, los triángulos ad- 

yacentes a la perpendicular son semejantes al (triángulo) 

entero y entre si. 

Sea ABr el triángulo rectángulo que tiene el ángulo recto 

Bar, y trácese desde A hasta Br la perpendicular Aa. 

Digo que cada uno de los triángulos ABA, AAF es seme- 

jante al (triángulo) entero ABF y también (son semejantes) 

entre sí. 

Pues como el (ángulo) Bar es A 

igual al (ángulo) AaB: porque cada 

uno de ellos es recto; y el (ángulo) 

correspondiente a B es común a los 

dos triángulos ABT, ABA, entonces, el B á T 

(ángulo) restante ArB es igual al (án- 

gulo) restante BAA [I, 32); por tanto, el triángulo ABr y el 

triángulo ABA son equiángulos. Luego, como el (lado) Br 

que subtiende el (ángulo) recto del triángulo ABr es al (lado) 

BA que subtiende el (ángulo) recto del triángulo ABA, así el 

propio (lado) AB que subtiende el ángulo correspondiente a 

r del triángulo ABr es al (lado) BA que subtiende el (ángulo) 

igual Baa del triángulo ABa, y también el (lado) ar al (lado) 

AA que subtiende el ángulo correspondiente a B común a los 

dos triángulos [VI, 4]. Por tanto el triángulo ABr y el trián- 

gulo ABA son equiángulos y tienen proporcionales los lados 

que comprenden los ángulos iguales. Entonces el triángulo 

ABI es semejante al triángulo aBa (VI, Def. 1]. 

MA DMA 
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De manera semejante demostrariamos que también el 

triángulo ABr es semejante al triángulo Aar; por tanto cada 

uno de los (triángulos) ABA, Aar son semejantes al (trián- 

gulo) entero ABr. 

Digo ahora que los triángulos ABA, Aar son también se- 

mejantes entre sí. 

Pues como el (ángulo) recto BAA es igual al (ángulo) 
recto AAF y además se ha demostrado que también el (án- 
gulo) BAA es igual al correspondiente a r, entonces el 
(ángulo) restante correspondiente a B es igual al (ángulo) 
restante Aar [I, 32]; por tanto el triángulo ABA y el triángulo 
AAF son equiángulos. Luego, como el (lado) Ba que sub- 
tiende al (ángulo) BAA del triángulo aBa es al (lado) aa que 

subtiende al (ángulo) correspondiente a r del triángulo Aar, 

igual al (ángulo) Baa, así el propio (lado) Aa que subtiende 

el ángulo correspcndiente a B del triángulo ABA es al (lado) 

ar que subtiende el (ángulo) aar del triángulo aar, igual al 

ángulo correspondiente a B, y también el (lado) BA al (lado) 

Ar, los cuales subtienden los (ángulos) rectos [VI, 4]. En- 

tonces el triángulo aBa es semejante al triángulo aar [VI, 
Def. 1]. 

Por consiguiente, si en un triángulo rectángulo se traza 

una perpendicular desde el ángulo recto hasta la base, los 

triángulos adyacentes a la perpendicular son semejantes al 

(triángulo) entero y entre si. 

Porisma: 

A partir de esto queda claro que si en un triángulo rec- 

tángulo se traza una perpendicular desde el ángulo recto 

hasta la base, la recta trazada es la media proporcional de 

los segmentos de la base. Q. E. D. ®. 

4 . 
? En el texto griego aparecen algunas lineas tras la cláusula del po- 

risma (hoper édei deixai) «y además el lado adyacente al segmento es una e ma e m e 

IN 1 
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PROPOSICIÓN 9 

Quitar de una recta dada la parte que se pida. 

Sea AB la recta dada. 

Asi pues, hay que quitar de AB la parte que se pida. 

Pues pidase la tercera parte. Trá- 

cese una recta AT a partir de A que r 

comprenda junto con AB un ángulo E 

cualquiera ®; y tómese un punto al A 

azar A en la (recta) Ar, y háganse 4E, 

Er iguales a Aa [I, 3]. Y trácese Br; 

y, por el (punto) a, trácese Az paralela a ella (1, 31]. 

Puesto que se ha trazado Za paralela a uno de los lados, 

Br, del triángulo ABr, entonces, proporcionalmente, como ra 

es a AA, así BZ a ZA [VI, 2]. Pero ra es el doble de Aa; por 

tanto BZ es también el doble de Za; luego Ba es el triple de 

AZ. 

Por consiguiente, se ha quitado de la recta dada AB la 

tercera parte que se pedía. Q. E. F. 

A z B 

media proporcional entre la base y uno cualquiera de los segmentos». Hei- 

berg considera estas palabras interpoladas porque, además de encontrarse 

detrás de la cláusula, faltan en algunos de los mejores mss., si bien P y 

Campano cuentan con ellas omitiendo la cláusula. Su punto de vista pa- 

rece confirmado por el hecho de que, mientras que la primera parte del 

porisma se cita en varias ocasiones (VI 13, lema anterior a X 33, lema 

posterior a XHI 3), la segunda aparecerá con una prueba independiente en 

otros lugares. 

® La expresión que aparece aquí y en las dos proposiciones siguientes 

es tychoúisa gónía semejante a tvchón semeion que he traducido como «un 

punto al azar». Pero aquí no se trata de «tomar» un ángulo sino de trazar 

una recta de manera que forme un ángulo «cualquiera» con otra recta. 
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Proposición 10 

Dividir una recta dada no dividida de manera seme- 

jante a una recta dada ya dividida. 

Sea AB la recta dada no dividida y Ar la dividida en los 

puntos 4, E, y colóquense de modo que comprendan un án- 

gulo cualquiera y trácese FB, y, por los (puntos) A, E, trá- 

cense AZ, EH paralelas a Br, y, por el (punto) A, trácese A8K 

paralela a AB [I, 31]. 

Entonces, cada una de las (figuras) ZƏ, ƏB es un parale- 

logramo; por tanto 48 es igual a 

ZH y ©K a HB [I, 34]. Ahora bien, 

como se ha trazado la recta OE 

paralela a uno de los lados, Kr, del 

triángulo AKr, entonces, propor- 

cionalmente, como TE es a EA, así 

ke a ea [VI, 2]. Pero Ke es igual a 

BH y 8A a HZ. Luego como TE es a 

Ea, así BH a HZ. Como a su vez se ha trazado la (recta) Za 

paralela a uno de los lados HE del triángulo AHE, entonces, 

proporcionalmente, como EA €s a AA, así HZ a ZA [VI, 2]. 

Pero se ha demostrado que también como TE es a EA, así BH 

a Hz. Por tanto, como TE es a EA, así BH a HZ, y COMO EA es 

a AA, así HZ a Za. 

Por consiguiente, se ha dividido la recta dada no dividi- 

da AB de manera semejante a la recta dada ya dividida Ar. 

Q. E. F. 
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ProPOsICIÓN 11 

Dadas dos rectas, hallar una tercera proporcional *. 

Sean Ba, ar las (rectas) dadas y pónganse compren- 

diendo un ángulo cualquiera. 

Así pues hay que hallar una ter- 

cera (recta) proporcional a BA, AT. 

Prolónguense, pues, hasta los 

puntos A, E, y hágase Ba igual a Ar 

[I, 3], trácese Br, y, por el punto A, 

trácese AE paralela a ella (1, 31]. 

Entonces, dado que ha sido tra- 

zada Br paralela a uno de los lados, 

AE, del triángulo AAE, proporcional- 

mente, como AB es a Ba, así Ar a AE [VI, 2]. Pero Ba es igual 

a Ar. Por tanto, como AB es a AT, así Ar a TE. 

Por consiguiente, dadas dos rectas AB, AT, Se ha hallado 

una tercera FE proporcional a ellas. Q. E. F. 

A 

4 La traducción de proseuriskein por «hallan» no refleja exactamente 

lo que quiere decir en griego, pues proseuriskein no es sinónimo de heu- 

rískein, sino que se refiere a una operación que consiste en completar una 

secuencia de segmentos de recta mediante la construcción de un nuevo 

segmento que tenga una relación determinada con los segmentos dados. 

En este mismo sentido se aplica a series de números en los libros de arit- 

mética (cf. IX 18 y 19). 
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Proposición 12 

Dadas tres rectas, hallar una cuarta proporcional“. 

Sean A, B, r las tres rectas dadas. 

Así pues hay que hallar una 

cuarta proporcional a A, B, T. 

Dispónganse * las dos rectas AE, 

AZ comprendiendo el ángulo E4Z; 

hágase AH igual a A, HE igual a B, y 

además ^8 igual a r; y, una vez tra- 

zada HƏ, trácese por el (punto) E la 

(recta) EZ paralela a ella (1, 31]. 
Así pues, dado que He ha sido trazada paralela a uno de 

los lados, EZ, del triángulo AEZ, entonces, como AH es a HE, 
asi 48 a ƏZ [V], 82]. Pero AH es igual a A, HE a B y 18 ar; 
por tanto, como A es a B, así r es a ez. 

Por consiguiente, dadas tres rectas, A, B, r, se ha hallado 
una cuarta proporcional eZ. Q. E. F. 

PROPOSICIÓN 13 

Dadas dos rectas, hallar una media proporcional. 

Sean AB, Br las dos rectas dadas. 

*% Se trata de un caso particular de la proposición 12. Para el signifi- 
cado de proseureín, cf. nota 44. 

4 Euclides utiliza aquí ekkeísthósan «dispónganse», en lugar del sim- 
ple keísthósan «pónganse», mucho más frecuente. 
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Asi pues hay que hallar una media proporcional a las 

(rectas) AB, BF. 

Pónganse en línea recta, y des- 

cribase sobre ar el semicírculo AAr 

y trácese a partir del punto B la (rec- 

ta) BA formando ángulos rectos con A B T 

la recta AF, y trácense AA, Ar. 

Puesto que el (ángulo) Aar es un ángulo en un semi- 

círculo, es recto [II, 31]. Y, dado que en el triángulo rectán- 

gulo aar se ha trazado la perpendicular AB desde el ángulo 

recto hasta la base, entonces AB es una media proporcional 

entre los segmentos de la base, AB, Br [VI, 8, porisma]. 

Por consiguiente, dadas dos rectas, AB, Br, se ha hallado 

una media proporcional, AB. Q. E. F.”. 

PROPOSICIÓN 14 

En los paralelogramos iguales y equiángulos entre sí, 

los lados que comprenden los ángulos iguales están inver- 

samente relacionados, y aquellos paralelogramos equián- 

gulos que tienen los lados que comprenden los ángulos 

iguales inversamente relacionados, son iguales. 

Sean AB, Br paralelogramos iguales y equiángulos que 

tienen iguales los ángulos correspondientes a B, y pónganse 

en línea recta los (lados) AB, BE; entonces ZB, BH también 

están en linea recta ĮI, 14]. 

© Esta proposición del libro VI, versión de la Il, 14, es equivalente a 

la extracción de la raíz cuadrada y, además, nos permite, dada una razón 

entre líneas rectas, hallar la razón que es su «subduplicada», o, dicho de 

otro modo, la razón de la que ella es la duplicada. 
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Digo que en los (paralelogramos) AB, Br, los lados que 

E r comprenden los ángulos iguales 

están inversamente relacionados, es 

Z 5 H decir que como AB es'a BE, asi HB a 

BZ. 
Pues complétese el paralelogra- 

ATA mo ZE. Así pues, dado que el parale- 
logramo AB es igual al paralelogra- 

mo Br, mientras que ZE es otro (paralelogramo), entonces 

como el (paralelogramo) AB es al (paralelogramo) ZE, así el 

paralelogramo Br al (paralelogramo) ze [V, 7]. Pero como — *' 

el (paralelogramo) AB es al (paralelogramo) ZE, así el (lado) 

AB al (lado) BE [VI, 1], y como el paralelogramo Br es al 

(paralelogramo) ZE, así el (lado) HB al (lado) BZ [VI, 1); en- 

tonces, como AB es a BE, asi HB a BZ (V, 11]. Por tanto, en 4— 

los paralelogramos AB, Br, los lados que comprenden los 

ángulos iguales están inversamente relacionados. 

Ahora bien, sea HB a BZ COMO AB €s a BE. 

Digo que el paralelogramo AB es igual al paralelogramo 

Br. 
Pues dado que, como AB es a BE, asi HB a BZ, mientras 

que, como AB es a BE, así el paralelogramo AB al paralelo- 

gramo ZE [VI, 1], y como HB es a BZ, así el paralelogramo 

Br al paralelogramo ZE [VI, 1], entonces, como AB €s a ZE, 

así Br a ZE [V, 11]; por tanto el paralelogramo AB es igual al 

paralelogramo Br [V, 9]. 
Por consiguiente, en los paralelogramos iguales y equi- 

ángulos, los lados que comprenden los ángulos iguales están 

inversamente relacionados, y aquellos que tienen los lados 

que comprenden los ángulos iguales inversamente relacio- 

nados, son iguales. Q. E. D. 

er 
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PROPOSICIÓN 15 

En los triángulos iguales que tienen un ángulo (de uno) 

igual a un ángulo (del otro), los lados que comprenden los 

ángulos iguales están inversamente relacionados. Y aque- 

llos triángulos que tienen un ángulo (de uno) igual a un án- 

gulo (del otro) cuyos lados que comprenden los ángulos 

iguales están inversamente relacionados, son iguales. 

Sean ABT, AAE triángulos iguales que tienen un ángulo 

(de uno) igual a un ángulo (del otro), B 

a saber: el ángulo Bar al ángulo AAE. 

Digo que en los triángulos ABI, 

AAE, los lados que comprenden ios 

ángulos iguales están inversamente 

relacionados, es decir, que como TA 

es a AA, asi EA a AB. 

Pues hágase de modo que ra esté en línea recta con Aa, 

entonces EA está también en línea recta con AB [I, 14]. Y 

trácese BA. 

Asi pues, dado que el triángulo ABr es igual al triángulo 

AAE y BAA es otro (triángulo), entonces, como el triángulo 

FAB es al triángulo RAs, así el triángulo EAa es al triángulo 

BAA [V, 7]. 

Pero como el (triángulo) ras es al (triángulo) Baa, así la 

(base) Ta es a la (base) aa [VI, 1]. y, como el (triángulo) 

EAA es al (triángulo) Baa, asi la (base) Ea a la (base) AB. 

Entonces, como TA es a Aa, así EA a AB. Por tanto en los 

triángulos ABT, AAE, los lados que comprenden los ángulos 

iguales están inversamente relacionados. 

å an E 
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Pero, ahora, estén inversamente relacionados los lados 

de los triángulos ABT, AAE y sea EA a AB como TA a AA. 

Digo que el triángulo ABr 
es igual al triángulo AAE. 

Pues, trazada de nuevo BA, dado que, como TA es a A, 

así Ea a AB, mientras que, Como ra es a An, asi el trián- 

gulo aBr al triángulo BAA, y, Como EA es a AB, asi el 

triángulo EAA al triángulo BAA [VI, 1], entonces, como el 

triángulo aBr es al triángulo BAA, así el triángulo EAA al 

triángulo BAA [V, 11]. Así pues, cada 
uno de los (triángulos) 

Abr, EAA guardan la misma razón con el (triángulo) BAA. Por 

tanto el (triángulo) ABF €s igual al (triángulo) EA
A [V, 9]. 

Por consiguiente, en los triángulos iguales que tienen un 

ángulo (de uno) igual a un ángulo (del otro), los lados que 

comprenden los ángulos iguales están inversamente relacio- 

nados; y aquellos triángulos que tienen un ángulo (de uno) 

igual a un ángulo (del otro), cuyos lados que comprenden 

los ángulos iguales están inversamente relacionados, son 

iguales. Q. E. D. 

Proposición 16 

Si cuatro rectas son proporcionales, el rectángulo com- 

prendido por las extremas es igual al rectángulo compren- 

dido por las medias; y si el rectán
gulo comprendido por las 

extremas es igual al rectángulo comprendido por las me- 

dias, las cuatro rectas serán proporcionales. 

Sean AB, FA, E, Z cuatro rectas proporcionales, a saber: 

como AB es a TA, así E a Z. 

Digo que el rectángulo comprendido por AB, Z €s igual 

al rectángulo comprendi
do por TA, E. 

+ | 
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Trácense a partir de los puntos
 A, F, las (rectas) AH, TƏ 

que formen ángulos rectos con las rectas AB, TA, Y hágase 

e 

A 
B Tr 

A 

E————_—_——A 
ZA AA 

AH igual a Z, y TO igual a E. Y compléte
nse los paralelogra- 

mos BH, 48. 

Pues bien, dado que, com
o AB es a TA, así E a Z, mi

entras 

que E es igual are 
y Za AH, entonces, Como AB es a TA, así 

re a AH. Por tanto, en los paralelogramos BH, ae, los lados 

que comprenden los ángulos iguales son inversamente pro- 

porcionales; y aquellos paralelogramos equiángulos, que 

tienen los lados que comprenden los ángulos iguales inver- 

samente proporcionales, son iguales [VI, 14]; lueg
o el para- 

lelogramo BH €s igual al paralelogramo 48. Y BH es el 

(rectángulo comprendi
do) por AB, Z: porque AH es igual a Z. 

Pero ae es el (rectángulo compre
ndido) por Fa, E: porque E 

es igual a Te; entonces
, el rectángulo compren

dido por AB, Z 

es igual al rectángulo 
comprendido por TA, E. 

Pero, ahora, sea igual el rectángulo co
mprendido por AB, 

z al rectángulo compre
ndido por Ta, E. 

Digo que las cuatro rectas serán proporcionales,
 a saber: 

como AB es ara, así E a Z. 

Pues, siguiendo la misma construcción, dado que el 

(rectángulo comprendi
do) por AB, Z €s igual al (rectángulo 

comprendido) por FA, E, Y el (rectángulo comprendido) por 

AB, z es el (rectángulo)
 BH: porque AH es igual a Z; mientras 

que el (rectángulo co
mprendido) por TA, E €5 el (rectángulo) 

Ae: porque Fe es igual a E; entonces 
BH es igual a 40. Y son 
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Por consiguiente, si tres rectas son proporcionales, el 

rectángulo comprendido por las extremas es igual al cua- 

drado de la media; y si el rectángulo comprendido por las 

extremas es igual al cuadrado de la media, las tres rectas se- 

rán proporcionales. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 18 

A partir de una recta dada, construir una figura rectilí- 

nea semejante y situada de manera semejante a una figura 

rectilínea dada. 

Sea aB la recta dada y FE la figura rectilínea dada. 

Así pues, hay que construir, so- 

zot ə bre la recta AB, una figura rectilínea 

semejante y situada de manera se- 

mejante a la figura rectilínea FE. 

r AS E Trácese AZ, y constrúyase sobre 

la recta AB y en sus puntos A, B el 

ángulo HAB igual al ángulo correspondiente a T, y el (ángu- 

lo) ABH igual al (ángulo) raz [I, 23]. Entonces el (ángulo) 

restante rza es igual al (ángulo) aHB [I, 32]; asi pues el 

triángulo zra y el triángulo HAB son equiángulos. Entonces, 

proporcionalmente, como ZA es a HB, así Zr a HA, y TA A AB 

[VI, 4]. 

Constrúyase a su vez, sobre la recta BH y en sus puntos 

B, H, el (ángulo) BHe igual al (ángulo) AZE, y el (ángulo) 

HBe igual al (ángulo) zaE [I, 23]. Entonces el (ángulo) res- 

tante correspondiente a E es igual al (ángulo) restante co- 

rrespondiente a € [I, 32]; por tanto el triángulo ZAE y el 

triángulo He son equiángulos. Así pues, proporcional- 
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mente, como ZA es a HB, así ZE a HƏ y Ea a @B [VI, 4]. Pero 

se ha demostrado que también, como Za es a HB, así ZT a HA 

y TA a AB; por tanto, asimismo, como ZI es a AH, así FA a AB 

y ZE a H8 y también Ea a ƏB. Y, dado que el (ángulo) rza es 

igual al (ángulo) AHB, y el (ángulo) AZE al (ángulo) BHe, 

entonces, el ángulo entero TZE es igual al (ángulo) entero 

AH. Por lo mismo, el ángulo TAE es también igual al 

(ángulo) ABe. Pero el (ángulo) correspondiente a r es tam- 

bién igual al (ángulo) correspondiente a a, y el (ángulo) co- 

rrespondiente a E, al correspondiente a €. Entonces la figura 

A8 es de ángulos iguales a (los de) la (figura) TE; y tienen 

proporcionales los lados que comprenden los ángulos tgua- 

les; por tanto, la figura rectilínea ae es semejante a la figura 

rectilínea re (VI, Def. 1]. 

Por consiguiente, a partir de la recta AB, se ha construido 

la figura rectilínea A8, semejante y situada de manera seme- 

jante a la figura rectilínea dada FE. Q. E. F.%. 

PROPOSICIÓN 19 

Los triángulos semejantes guardan entre sí la razón du- 

plicada de sus lados correspondientes. 

1% Simson pone las siguientes objeciones a esta demostración: 

a. Sólo se demuestra en el caso de los cuauriláteros, sin decir de qué 

forma se puede extender a las figuras rectilíneas de cinco o más lados. 

b. En los triángulos equiláteros entre sí, se infiere que el lado del uno 

es al lado correspondiente del otro como el otro lado del primero a su lado 

correspondiente del segundo, sin permutar las proporciones, contra la cos- 

tumbre de Euclides (cf. Simson, ed. cit., pág. 324). Heath no concede 

importancia a las objeciones de Simson (cf. HeatTH, ed. cit., pág. 231). 

E O O a a 
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equiángulos. Pero en los paralelogramos iguales y equián- 

gulos, los lados que comprenden los ángulos iguales están 

inversamente relacionados [VI, 14]. Así pues, como AB es a 

Ta, así re a AH. Pero re es igual a E y AH a Z; por: tanto, 

como AB es ara, así E a Z. i ay E 

Por consiguiente, si cuatro rectas son proporcionales, el 

rectángulo comprendido por las extremas es igual al rectán- 

gulo comprendido por las medias; y si el rectángulo com- 

prendido por las extremas es igual al rectángulo comprendi- 

` do por las medias, las cuatro ‘rectas serán proporcionales. 

Q. E. D.%, AT 

Prorosición 17 - 
: Y. $ sk A, Ca TE N i 

` ` AO AN e 

Si tres rectas son proporcionales, el rectángulo com- 

prendido por las extremas es igual al cuadrado de la me- 

dia; y si el rectángulo comprendido por las extremas es 

igual al cuadrado de la media, las tres rectas serán pro- 

porcionales. 

48 Esta proposición es un caso particular de VI 14, pero merece consi- 

deración apartc. Se podría enunciar también de la siguiente forma: «Los 

rectángulos que tienen sus bases inversamente relacionadas con sus altu- 

ras, tienen la misma área; y los rectángulos iguales. tienen sus bases 

inversamente relacionadas con sus alturas». Ahora bien, como cualquier 

paralelogramo es igual al rectángulo que tiene la misma basc y la misma 

altura, y cualquicr triángulo cs igual a la mitad del paralclogramo que 

tiene la misma basc y la misma altura, se sigue que: «Los paralelogramos 

o triángulos iguales tienen sus bascs inversamente relacionadas con sus 

alturas y viceversa». ; : 

Éste sería el lugar idónco para incluir las proposiciones que Simson 

añade al libro VI como proposiciones B, C y D, que sc prueban directa- 

mente siguiendo los procedimientos de VI, 16 (cf. SiMSON, ed. cit., págs. 

188-189). 
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Scan A, B, T tres rectas proporcionales, a saber: como A ¡ 

es a B, así B aF. 

Digo que el rectángulo comprendido por A, r es igual al 

cuadrado de B. E 

Hágase A igual a B. 

Y dado que A es a B como B es ar, y B es igual a A, en- 

tonces, como A es a B, asi A es ar. Pero, si cuatro rectas son 

Aeee ; 

AA A A 

r——— 

proporcionales, el (rectángulo comprendido) por las extre- 

mas es igual al rectángulo comprendido'por las medias [VI, 

16]. Entoncés, el (rectángulo comprendido) por A, T es igual 

al (rectángulo comprendido) por B, A. Pero el (rectángulo 

comprendido) por B, A es el cuadrado de B: porque B cs igual 

a A; por tanto el (rectángulo comprendido) por A, T es igual 

al (cuadrado) de B. 

Pcro ahora cl (rectángulo comprendido) por A, r sea 

igual al (cuadrado) de B. 

Digo que como A cs a B, asi Bar. ; 

- Pues, siguiendo la misma construcción, dado que: el 

(rectángulo comprendido) por A, r es igual al (cuadrado) de 

B, mientras que el cuadrado de B es el (rectángulo com- 

prendido) por B, A: porque B cs igual a a; entonces el (rec- 

tángulo comprendido) por A, r es igual al (rectángulo 

comprendido) por B, a. Pero si el (rectángulo comprendido) 

por las extremas es igual al (rectángulo comprendido) por 

las medias, las cuatro rectas son proporcionales [VI, 16]: 

Entonces, como A es a B, así A a T. Pero B es igual a A; 

luego, como A cs a B así B ar. 

191.-6 

) 

1 

rr 
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Sean ABT, AEZ triángulos semejantes que tienen el ángu- 

lo correspondiente a B igual al correspondiente a E, tales 

que%, como AB es a BT, así AE es a 

EZ, de modo que Br corresponda a A 

2 EZ [V, Def. 11). 

A r Digo que el triángulo ABr guarda 

EN con el triángulo AEZ una razón du- 

Bow ESE E plicada de la que (guarda) Br con EZ. 

Tómese, pues, la tercera propor- 

cional, BH, a las (rectas) Br, EZ, de modo que, como Br es a 

EZ, así EZ a BH [VI, 11]; y trácese AH. 

Asi pues, dado que, como AB €s a Br, así AE a EZ, enton- 

ces, por alternancia, como AB es a AE, así Br a EZ [V, 16]. 

Pero, como BF es a EZ, así EZ a BH. Por tanto, también, como 

AB es a AE, así EZ a BH [V, 11]; luego en los triángulos ABit, 

AEZ, los lados que comprenden los ángulos iguales son in- 

versamente proporcionales. Y aquellos triángulos que tienen 

un ángulo (de uno) igual a un ángulo (del otro), cuyos lados 

que comprenden los ángulos iguales son inversamente pro- 

porcionales, son iguales [VI, 15]. Por tanto el triángulo ABH 

es igual al triángulo AEZ. Ahora bien, dado que como BT es a 

EZ, así EZ a BH, y, si tres rectas son proporcionales, la pri- 

mera guarda con la tercera una razón duplicada de la que 

(guarda) con la segunda [V, Def. 9], entonces Br guarda con 

BH una razón duplicada (de la) que (guarda) rB con EZ. Pero 

como rB es a BH, así el triángulo ABr al triángulo ABH [VI, 

1]. Entonces el triángulo ABr guarda con el triángulo ABH 

una razón duplicada (de la) que Br (guarda) con EZ. Pero el 

triángulo AbH es igual al triángulo AEZ; entonces el trián- 

‘0. Luteralmente: «que tiene el ángulo correspondiente a'B igual al co- 

rrespondiente a E y como ares a RG asi aL at/ 

Sobre el sentido de «duplicadas» cf nota 9 
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gulo ABr guarda con el triángulo AEZ una razón duplicada 

de la que Br (guarda) con EZ. 

Por consiguiente, los triángulos semejantes guardan en- 

tre sí una razón duplicada (de la que guardan) los lados co- 

rrespondientes. 

Porisma: 

A partir de esta queda claro, que, si tres rectas son pro- 

porcionales, entonces, como la primera es a la tercera, así la 

figura construida sobre la primera es a la figura construida 

de manera semejante sobre la segunda*!. 

PROPOSICIÓN 20 

Los polígonos semejantes se dividen en triángulos seme- 

jantes e iguales en número y homólogos” a los (poligonos) 

51 En el porisma Euclides habla de la «figura» eidos construida sobre 

la primera recta y de la construida de manera semejante sobre la segunda. 

Si con la palabra «figura» se refiere a un triángulo, que es lo que aparece 

en la proposición, no habria ninguna dificultad, pero si se refiere a cual- 

quier figura rectilinea, el porisma no se establece realmente hasta la si- 

guiente proposición (VI, 20) y aquí estaría fuera de lugar. La corrección 

de eidos por trigónon «triángulo» se debe a Teón. En Campano y el ms. P 

aparece eídos. Heiberg concluye que debe leerse eídos y que Teón, viendo 

la dificultad que ello representaba llevó a cabo la corrección arriba men- 

cionada y añadió el porisma 2 a VI, 20, para aclarar el asunto. Para más 

detalles cf. HEATH, ed. cit., págs. 234-235. 

Entre el porisma y la cláusula, Heiberg atetiza unas líneas: «puesto que 

se ha demostrado que, como FB es a BH, así el triángulo ABT al triángulo 

ABH, es decir al triángulo aez». Euclides no suele utilizar este tipo de acla- 

raciones en los porismas. 

3 La expresión utilizada por Euclides es homóloga tois hólois. Encli- 

des utiliza homólogos para referirse a los términos correspondientes de 

una proporción (V, Def. 11). A partir de Arquímedes designa cualquier 

elemento geométrico que ocupe el mismo lugar en dos figuras entre las 
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enteros y un poligono guarda con el otro una razón dupli- 

cada de la que guarda el lado correspondiente con el lado 

correspondiente. 

Sean ABFAE, ZHOKA polígonos semejantes, y sea AB CO- 

rrespondiente a ZH. 

à 

Digo que los polígonos ABTAE, ZHƏKA se dividen en 

triángulos semejantes e iguales en número y homólogos a 

los (polígonos) enteros; y el poligono ABTAE guarda con el 

polígono ZHeKA una razón duplicada de (la que guarda) AB 

con ZH. 
Trácense BE, Er, HA, A8. 

Y puesto que el polígono ABTAE es semejante al poligo- 

no ZHƏKA, el (ángulo) BAE es igual al (ángulo) HZA. Y, 

como BA es a AE, así HZ a ZA [VI, Def. 1]. Así pues, dado 

que ABE, ZHA son dos triángulos que tienen un ángulo (de 

uno) igual a un ángulo (del otro), y los lados que compren- 

den los ángulos iguales, proporcionales, entonces el trián- 

gulo ABE y el triángulo zHA son equiángulos [VI, 6]; de 

modo que también son semejantes [VI, 4 y Def. 1]. Por 

tanto el ángulo ABE es igual al (ángulo) ZHA. Pero el (án- 

que se establece una comparación. En esta proposición se vislumbra la 

transición entre el sentido estricto y el más amplio de la palabra. De hecho 

Euclides se siente obligado a explicar a qué se refiere: «es decir que los 

triángulos...». He traducido por «homólogos» para distinguirlo de otros ca- 

sos en los que se refiere a rectas o magnitudes. 

A AAA A A A A A A A A AMA een rn sa 
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gulo) entero ABr es también igual al (ángulo) entero ZH8 

por la semejanza de los poligonos; luego el ángulo restante 

EBT es igual al (ángulo) AHe. Ahora bien, puesto que, por la 

semejanza de los triángulos ABE, ZHA, como EB es a BA, asi 

AH a HZ, mientras que también por la semejanza de los poli- 

gonos, como AB es a Br, así ZH a H9, entonces, por igualdad, 

como EB es a BT, así AH a HƏ [V, 22], y los lados que com- 

prenden los ángulos iguales EBr, AHe son proporcionales; 

por tanto, el triángulo EBr y el triángulo AHe son equiángu- 

los [VI, 6]; de modo que el triángulo EBr es semejante al 

triángulo AHe [VI, 4 y Def. 1]. Por lo mismo el triángulo 

ETA es semejante al triángulo A8k. Entonces los poligonos 

semejantes ABTAE, ZH8KA se han dividido en triángulos se- 

mejantes e iguales en número. 

Digo que también son homólogos a los polígonos ente- 

ros, es decir, de tal manera que los triángulos son propor- 

cionales, y los antecedentes son ABE, EBT, ETA, y sus conse- 

cuentes ZHA, AHO, A8K y (digo) que el polígono ABrAE 

guarda con el polígono ZH8KA una razón duplicada (de la 

que guarda) el lado correspondiente con el lado correspon- 

diente, es decir, AB con ZH. 

Trácense, pues, Ar, ZO. Y puesto que, por la semejanza 

de los polígonos el ángulo ABr es igual al (ángulo) ZHe, y, 

como AB es a BT, así ZH a HO, el triángulo ABr y el triángulo 

ZHƏ son equiángulos [VI, 6]; entonces el ángulo BAr es 

igual al (ángulo) nze, y el (ángulo) sra al (ángulo) nez. Y 

puesto que el ángulo BAM es igual al (ángulo) HZN, y el 

(ángulo) ABM es igual al (ángulo) ZHN, entonces el (ángulo) 

restante AMB es igual al (ángulo) restante ZNH (I, 32]. Por 

tanto el triángulo ABM y el triángulo ZHN son equiángulos. 

De manera semejante demostraríamos que el triángulo BMT 

y el triángulo MN6 son equiángulos. Entonces, proporcional- 

mente, como AM es a MB, así ZN a NH, mientras que como 

4 
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BM es a MT, así HN a Ne; de modo que también, por igual- 

dad, como AM es a MT, así ZN a N8. Pero, como AM es a MI, 

así el (triángulo) ABM al (triángulo) MBT, y el (triángulo) 

AME al (triángulo) EMF: porque son entre sí como sus bases 

[VI, 1]. Entonces, también, como uno de los antecedentes es 

a uno de los consecuentes, así todos los antecedentes a to- 

dos los consecuentes [V, 12]; por tanto, como el triángulo 

AMB es al (triángulo) BMT, así el (triángulo) ABE al (trián- 

gulo) rBE. Ahora bien, como el (triángulo) AMB €s al (trián- 

gulo) BMT, así aM a MT; luego también, como AM 
es a MT, asi 

el triángulo ABE al (triángulo) Er. Por lo mismo, además, 

como ZN es a NƏ, asi el triángulo ZHA al triángulo HA8. 

Ahora bien, como AM es a MI, así ZN a Ne; entonces, tam- 

bién, como el triángulo ABE €s al triángulo BEr, así el trián- 

gulo za al triángulo HA8, y, por alternancia, como el trián- 

gulo ABE es al triángulo ZHA, así el triángulo BEr es al 

(triángulo) Hae. De manera semejante demostraríamos, una 

vez trazadas BA, HK, que también, como el triángulo BET €s 

al triángulo AH8, así el triángulo Era al triángulo A8K. Y 

puesto que, como el triángulo ABE es al triángulo ZHA, así el 

(triángulo) EBr al (triángulo) AH8 y además el (triángulo) 

era al (triángulo) AOK, entonces, como uno de los antece- 

dentes es a uno de los consecuentes, así todos los antece- 

dentes a todos los consecuentes [V, 12]. Por tanto, como el 

triángulo ABE es al triángulo ZHA, así el poligono ABTAE €S 

al poligono ZHƏKA. Pero el triángulo ABE guarda con el 

triángulo ZHA una razón duplicada de la que el lado corres- 

pondiente AB (guarda) con el lado correspondiente ZH: por- 

que los triángulos semejantes guardan entre sí una razón 

duplicada de la de los lados correspondientes (VI, 19]. Por 

tanto, el poligono ABTAE guarda con el polígono ZH8KA una 

razón duplicada de la que (guarda) el lado correspondiente 

AB con el lado correspondiente ZH. 

AAA
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Por consiguiente, los poligonos semejantes se dividen 

en triángulos semejantes e iguales en número y homólogos 

a los (polígonos) enteros y un polígono guarda con otro una 

razón duplicada de la que el lado correspondiente guarda 

con el lado correspondiente. 

Porisma: 

De manera semejante, en el caso de los cuadriláteros se 

demostraría también que guardan una razón duplicada de la 

de los lados correspondientes. Pero se ha demostrado que 

también en el caso de los triángulos; de modo que, en gene- 

ral, las figuras rectilineas guardan entre sí una razón dupli- 

cada de la de sus lados corre
spondientes. Q. E. D. 

[Porisma 2: 

Y si tomamos la tercera proporcional = de los lados AB, 

ZH, BA guardan con = una razón duplicada de la que 

(guarda) AB con ZA. Pero un poligono guarda con otro polí- 

gono, o un cuadrilátero con otro cuadrilátero, una razón 

duplicada de la que (guarda) el lado correspondiente con el 

lado correspondiente, es decir, AB con ZH; pero sé ha de- 

mostrado esto también en el caso de los triángulos; de modo 

que, en general, queda claro que, si tres rectas son propor- 

cionales, como la primera es a la tercera, así será la figura 

construida sobre la primera a la figura semejante construida 

de modo semejante sobre la segunda] *. 

PROPOSICIÓN 21 

Las figuras semejantes a una misma figura rectilínea 

son también semejantes entre si. 

5 Heiberg considera el segundo porisma una interpolación debida a 

Teón. 
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Pues sea cada una de las figuras A, B semejante a r. Digo que también A es semejante a B, Pues dado que A es semeja iguales a (los de) ella y tiene Proporcionales los lados que - Comprenden los ángulos iguales [VI Def. 1]. 
A su vez, dado que B es seme- jante a T, también es de ángulos Iguales a (los de) ella y tiene propor- cionales los lados que comprenden los ángulos iguales. Por tanto cada una de las (figuras) A, B es de ángulos iguales a (los de) r y tiene 

B y tiene los lados que comprenden los á porcionales] 54, 
Por tanto A es semejante a B. Q.E.D. 

PROPOSICIÓN 22 

Si cuatro rectas son proporcionales, las figuras rectilí- ieas semejantes y construidas de manera semejante a partir te ellas serán también P'oporcionales; y si las figuras se- 
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que como AB es a l'A, así EZ a He; AB, TA, las figuras rectilineas sem nera semejante KAB, AA, yap 

Y COnstrúyanse a Partir de 
ejantes y situadas de ma- 

artir de Ez, He, las figuras S y situadas de Manera semejante MZ, 
Digo que como KAB es a AJA, así A A MZ a NƏ. 

/ N AN Pues tómese la tercera propor- A B TF a 
cional, =, a las rectas AB, TA, y later- m bi cera proporcional, O, a las (rectas) J. EZ, He [VI], 11). Y dado que, como ¿ TZ, q 
AB es a rA, asi EZ a HƏ, y como FA es a E, así HƏ a O, entonces, por igualdad, COMO AB es a 3, asi 
EZao[vV, 22]. Pero COMO AB es a z, asi la 

Igura) MZ a la r.]; luego también, como la (figura) 
KAB es a la (figura) APA, así la (figura) Mz a la (figura) ne 
[V, 117. 

Su mu a 

e 

is! 

= 
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las (figuras) NO, EP; por tanto NƏ es igual a zP [V, 9]. Pero 

es semejante y situada de manera semejante a ella; por tanto 

He es igual a nP. Y, dado que, como AB es a TA, así EZ a DP, 

y nP es igual a H9, entonces, como AB €s a T'A, así EZ a HO. 

Por consiguiente, si cuatro rectas son proporcionales, las 

figuras rectilineas semejantes y construidas de manera se- 

mejante a partir de ellas serán también proporcionales; y si 

las figuras rectilineas semejantes y construidas de manera 

semejante a partir de ellas son proporcionales, las propias 

rectas serán también proporcionales. Q. E. D. 

[Lema: 

Que si las figuras rectilineas son iguales y semejantes, 

sus lados correspondientes son iguales entre sí, lo demostra- 

remos de la siguiente manera: 

Sean Ne, zP figuras rectilineas iguales y semejantes y 

sea PTI a ME como 8H a HN. 

Digo que PN es igual a OH. 

Pues, si no son iguales, una de ellas es mayor. Sea ma- 

yor PI que eH. Y dado que, como PT es a nZ, así 8H a HN, y, 

por alternancia, como Pf es a ƏH así HZ a HN, y TIP es mayor 

que ƏH, entonces Mz es mayor que HN; de modo que tam- 

bién Pz es mayor que ƏN. Pero también igual. Lo cual es ab- 

surdo. Por consiguiente no es el caso de que TP no sea igual 

a He; luego es igual. Q E. p.]*. 

$5 En esta proposición se asume sin prueba que, puesto que las figuras 

NO, LP son semejantes y construidas de manera semejante, sus lados co- 

rrespondientes son iguales. El lema que sigue a la definición trata de suplir 

esta deficiencia, pero presentarlo tras la proposición va en contra del pro- 

ceder habitual de Euclides. Por ello Heiberg concluye que se trata de una 

interpolación, si bien, en este caso, anterior a Teón. 
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PROPOSICIÓN 23 

Los paralelogramos equiángulos guardan entre si la ra- 

zón compuesta de (las razones) de sus lados**. 

Sean Ar, rz paralelogramos equiángulos que tienen el 

ángulo Bra igual al (ángulo) ErH. 

Digo que el paralelogramo Ar A A e 

guarda con el paralelogramo TZ la E a 

razón compuesta (de las razones gb t H 

de) sus lados. AE 

Pues colóquense de modo que Mi" 

Br esté en línea recta con TH; en- 

tonces ar está en línea recta con TE. 

Complétese el paralelogramo 4H, póngase una recta K y 

resulte que, como BT es a TH, así K a A, y como Ar es a TE, 

así A a M [VI, 12]. 

Entonces, las razones de K a ^ y de A a M son las mismas 

que las razones de los lados, a saber: de Br a TH y de Ar a TE. 

Pero la razón de K a M se compone de la razón de Ka A y de 

la de a a M; de modo que también K guarda con M la razón 

compuesta de (las de) los lados. Y, dado que, como Br es a 

TH, así el paralelogramo Ar al (paralelogramo) re [VI, 11, 

mientras que, como BT es a TH, así K a A, entonces, también, 

como K es a a, así ar a re [V. 11]. Por otra parte, dado que, 

como Ar es a FE, asi el paralelogramo re al (paralelogramo) 

rz [VI, 1], pero, como ar es a FE, así A a M, entonces, tam- 

56 Las palabras del texto son lógon tòn synkeimenon ek tón pleurón, 

lit, «razón compuesta de los lados», expresión abreviada por lógon tòn 

synkeimenon ek tôn (lógón) tôn pleurón. 
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bién, como A es a M, así el paralelogramo re al paralelo- 

gramo Tz [V, 11]. 

Puesto que se ha demostrado que como K es a A, así el 

paralelogramo Ar al paralelogramo FƏ, y, como A €s a M, así 

el paralelogramo re al paralelogramo rz, entonces, por 

igualdad, como K es a M, así el (paralelogramo) ar al parale- 

logramo rz. Pero K guarda con M la razón compuesta de (las 

de) los lados; entonces Ar guarda con rz la razón compuesta 

de (las de) sus lados. 

Por consiguiente, los paralelogramos de ángulos iguales 

guardan entre sí la razón compuesta de (las razones de) sus 

lados. Q. E. D.*. 

PROPOSICIÓN 24 

En todo paralelogramo, los paralelogramos situados en 

torno a su diagonal son semejantes al (paralelogramo) en- 

tero y entre sí. 

Sea ABTA un paralelogramo, y su diagonal Ar, y EH, 8K 

los paralelogramos situados en torno a Ar. 
Digo que cada uno de los para- A E B 

lelogramos EH, ƏK es semejante al 

i Ə (paralelogramo) entero ABTA y al 

otro. 

Pues como se ha trazado EZ pa- A K T 
ralela a uno de los lados Br del trián- 

gulo ABr, proporcionalmente, como BE es a EA, así IZ a ZA 

[VI, 2]. Como se ha trazado a su vez ZH paralela a uno de 

57 Sobre la razón compuesta cf. nota 40 y Simson, ed. cit., págs. 324- 

329. 
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los lados ra del triángulo Ara, proporcionalmente, como rz 

es a Za, así AH a HA [VI, 2]. Pero se ha demostrado que, 

como TZ es a Za, así también BE a EA; entonces, también, 

como BE es a EA, asi AH a HA; entonces, por composición, 

como BA es a AE, asi AA a AH ÍV, 18] y, por alternancia, co- 

mo BA €s a Aa, así EA a AH [V, 16]. Así pues, en los parale- 

logramos ABTA, EH, los lados que comprenden el ángulo co- 

mún BAA son proporcionales. Y puesto que HZ es paralela a 

ar, el ángulo AZH es igual al (ángulo) ara; y el ángulo aar 

es común a los dos triángulos Aar, AHZ; por tanto, los 

triángulos AAF y AHZ son equiángulos. Por lo mismo, los 

triángulos AFB y AZE son también equiángulos, y el parale- 

logramo entero ABIA y el paralelogramo EH son equiángu- 

los. Entonces, proporcionalmente, como Aa es a ar, así AH a 

HZ, mientras que como Af es a FA, asi HZ a ZA, y, Como AT 

es a TB, asi AZ a ZE, y además, como IB es a Ba, asi ZE a EA. 

Puesto que se ha demostrado también que, como Ar es a l'A, 

así HZ a Za, mientras que, como ar es a TB, así AZ a ZE, en- 

tonces, por igualdad, como Ar es a rB, así HZ a ZE [V, 22]. 

Por tanto, en los paralelogramos ABFa, EH, los lados que 

comprenden los ángulos iguales son proporcionales. Luego 

el paralelogramo aBra es semejante al paralelogramo EH 

[VI, Def. 11. Por lo mismo, el paralelogramo ABra también 

es semejante al paralelogramo Ke; entonces, cada uno de los 

paralelogramos EH, KƏ es semejante al (paralelogramo) 

ABTA. Pero ¡as (figuras) semejantes a una misma figura rec- 

tilínea también son semejantes entre sí [VI, 21]. Por tanto el 

paralelogramo EH es semejante al paralelogramo ek. 

Por consiguiente, en todo paralelogramo, los paralelo- 

gramos situados en torno a la diagonal son semejantes al 

(paralelogramo) entero y entre si. Q. E. D. 

LA RE o 

— 
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PrRopPosicióN 25 

Construir una misma (figura) semejante a una figura 

rectilínea dada, e igual a otra (figura) dada. 

Sea arr la figura rectilínea dada a la que debe ser seme- 
jante la figura que hay que construir y A (la figura) a la que 
debe ser igual. 

Así pues, hay que construir una misma (figura) seme- 
jante a ABr e igual a a. 

Aplíquese, pues, al (lado) Br el paralelogramo BE igual 
al triángulo ABr [1, 44], y a re el paralelogramo rm igual a a 

en el ángulo ZTE que es igual al (ángulo) rea [I, 45]. Enton- 
ces Br está en línea recta con FZ, y AE con EM. Y tómese la 
media proporcional He a las (rectas) Br, rz [VI, 13], y 
constrúyase a partir de He la (figura) KHe semejante y si- 

tuada de manera semejante a Abr (VI, 18]. 

Puesto que como BF es a He, así H6 a TZ, si tres rectas 

son proporcionales, como la primera es a la tercera, así la 
(figura construida) a partir de la primera a la figura seme- 
jante y construida de manera semejante a partir de la segun- 
da [VI, 19, Por.], entonces, como Br es a rz, así el triángulo 
ABT al triángulo kHe. Pero también, como Br es a rz, así el 
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paralelogramo BE al paralelogramo Ez (VI, 1]. Entonces 

también, como el triángulo ABr es al triángulo KHƏ, así el 

paralelogramo BE al paralelogramo EZ. Así pues, por alter- 

nancia, como el triángulo ABr es al paralelogramo BE, así el 

triángulo kHe es al paralelogramo EZ [V, 16]. Pero el trián- 

gulo ABr es igual al paralelogramo BE; entonces el triángulo 
KHe es igual al paralelogramo EZ. Pero el paralelogramo EZ 

es igual a a. Entonces el (triángulo) KHe es también igual 

a A. Y el triángulo KHe es también semejante al (triángulo) 

ART. 
Por consiguiente, se ha construido una misma figura se- 

mejante a la figura rectilínea dada ABr e igual a otra (figura) 

dada a. Q. E. F. $8. 

PROPOSICIÓN 26 

Si se quita de un paralelogramo un paralelogramo se- 

mejante y situado de manera semejante al paralelogramo 

entero que tenga un ángulo común con él, está en torno a la 

misma diagonal que el (paralelogramo) entero. 

Pues quítese del paralelogramo ABrA el paralelogramo 

AZ semejante y situado de manera semejante a ABTA y que 

tenga el ángulo AAB común con él. i Ñ 

Digo que ABFA está en torno a la A 

misma diagonal que AZ. LS 

Pues supongamos que no, pero 
si es posible, sea la diagonal Aer, y s t 

prolongada HZ llévese hasta e y trá- 

cese por el (punto) e, la (recta) eK paralela a una de las 

(rectas) Aa, Br [1, 31]. 

58 Se atribuye a Pitágoras una resolución inicial de este importante 

problema. 

191.-7 



98 ELEMENTOS 

Dado que ABTA está en torno a la misma diagonal que 

KH, entonces, como AA es a AB, así HA a AK [VI, 24]. Pero 

también, por semejanza de los paralelogramos ABTA y EH, 

como AA €s a AB, así HA a AE; entonces también como HA es 

a AK, así HA a AE [V, 11]. Asi pues, HA guarda la misma ra- 

zón con cada una de las (rectas) AK, AE. Por tanto AE es 

igual a Ak [V, 9], la menor a la mayor; lo cual es imposible. 

Luego no es el caso de que ABFA no esté en torno a la misma 

diagonal que AZ; por tanto el paralelogramo ABTA está en 

torno a la misma diagonal que AZ. 
Por consiguiente, si se quita de un paralelogramo un pa- 

ralelogramo semejante y situado de manera semejante al 

(paralelogramo) entero, que tenga un ángulo común con él, 

está en torno a la misma diagonal que el paralelogramo en- 

tero. Q. E. D. 5. 

PROPOSICIÓN 27 

De todos los paralelogramos aplicados a una misma 

recta y deficientes en figuras paralelogramas semejantes y 

situadas de manera semejante al construido a partir de la 

mitad de la recta, el (paralelogramo) mayor es el que es 

aplicado a la mitad de la recta y es semejante al defecto ®. 

32 Se trata de la proposición conversa de la 24 y no es fácil explicar su 

situación aquí, detrás de la 25. 
$ Sobre aplicación de áreas, cf. EucLines, Elementos I-IV, nota 59. 

En la proposición 44 del libro I se planteaba el problema de aplicar a una 

recta dada un paralelogramo igual a una figura rectiliínea dada. En VI, 27- 

29, se trata de paralelogramos aplicados a una misma recta pero que son 

«deficientes» o que «exceden» de la manera indicada. 

LIBRO VI 99 

Sea AB la recta y dividase en dos partes iguales en el 

(punto) r y aplíquese a la recta AB el paralelogramo Aa defi- 

ciente en la figura paralelograma AB construida sobre la mi- 

tad de AB, es decir TB. 

Digo que todos los paraleiogra- 

mos aplicados a AB y deficientes en 

las figuras semejantes y situadas de 

manera semejante a AB, el mayor es 

AA. 

Pues aplíquese a la recta AB el paralelogramo az defi- 
ciente en la figura paralelograma zB semejante y situada de 

manera semejante a AB. 

Digo que Aa es mayor que AZ. 

Pues como AB es un paralelogramo semejante al parale- 

logramo ZB, están en torno a la misma diagonal [VI, 26]. 

Trácese su diagonal AB y constrúyase la figura. 

Pues bien, dado que Tz es igual a ZE y ZB es común ÍI, 

43], entonces el (paralelogramo) entero re es igual al 

(paralelogramo) entero KE. Pero re es igual a rH, porque Ar 

también es igual a rB [I, 36]. Por tanto Hr es también igual a 

EK. Añádase a ambos rz; entonces el (paralelogramo) entero 

AZ es igual al gnomon AMN; de modo que el paralelogramo 

AB, es decir AA, es mayor que el paralelogramo AZ. 

Las proposiciones 27-29 se han considerado como una especie de 

equivalente geométrico de la forma algebraica más generalizada de ecua- 

cicnes cuadráticas cuando tienen una raíz real y positiva. El método ex- 

puesto fue muy popular entre los geómetras griegos y se usó muy frecuen- 

temente para la resolución de diferentes problemas. Constituye el funda- 

mento del libro X de los Elementos y del procedimiento seguido por 

Apolonio en el estudio de las secciones cónicas. Simson destaca la enorme 

utilidad de estas proposiciones, tachando de ignorantes a quienes como 

Tacquet y Dechales las eliminan de los Elementos por considerarlas de es- 

casa utilidad. 
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Por consiguiente, de todos los paralelogramos aplicados 

a una misma recta y deficientes en figuras paralelogramas 

semejantes y situadas de manera semejante al construido a 

partir de la mitad de la recta, el (paralelogramo) mayor es el 

aplicado a la mitad de la recta. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 28 

Aplicar a una recta dada un paralelogramo igual a una 

figura rectilinea dada deficiente en una figura paralelo- 

grama semejante a una dada; pero es necesario que la figu- 

ra rectilínea dada no sea mayor que el paralelogramo cons- 

truido a partir de la mitad y semejante al defecto?. 

Sea AB la recta dada y r la figura rectilínea dada a la que 

debe ser igual la figura que hay que aplicar a la recta AB, sin 

que sea mayor que el (paralelogramo) construido a partir de 

6! La segunda parte del enunciado es un caso claro de diorismós. Por 

otra parte, en esta proposición y en la siguiente se asume tácitamente que, 

si de dos paralelogramos semejantes uno es mayor que otro, cada lado del 

mayor es mayor que el lado correspondiente del menor. 
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la mitad de AB y semejante al defecto; y sea A el (parale- 

logramo) al que ha de ser semejante el defecto. 
Así pues, hay que aplicar a la recta dada AB un paralelo- 

gramo igual a la figura rectilínea dada r deficiente en la fi- 

gura paralelograma que es semejante a A. 

Divídase AB en dos partes iguales por el punto E, y 

constrúyase a partir de EB el (paralelogramo) EBZH seme- 

jante y situado de manera semejante a A (VI, 18], y com- 

plétese el paralelogramo AH. 

Si en efecto el (paralelogramo) AH es igual a r, se habría 

hecho lo propuesto; pues ha sido aplicado a la recta dada AB 

un paralelogramo igual a la figura dada r, deficiente en la 

figura paralelograma HB que es semejante a A. Y si no, sea 

8E mayor que F. Y 6E es igual a HB; entonces HB es también 

mayor que r. Constrúyase entonces KAMN igual al exceso 

por el que HB es mayor que r y semejante y situada de ma- 

nera semejante a A [VI, 25]. 

Pero a es semejante a HB; entonces KM es también seme- 

jante a HB [VI, 21]. Sea Ka correspondiente a HE y AM a HZ. 

Ahora bien, como HB es igual a r, KM, entonces HB es mayor 

que KM; luego HE es también mayor que KA, y HZ (mayor) 

que AM. Hágase Hz igual a KA y HO a AM, y complétese el 

paralelogramo =HOrI; entonces es igual y semejante a KM. 

Luego Hī es también semejante a HB [VI, 21]; por tanto HII 

está en torno a la misma diagonal que HB [VI, 26]. Sea su 

diagonal HNB y consirúyase la figura. 

Pues bien, dado que BH es igual a T, KM y en ellas Ht es 

igual a KM, entonces el gnomon restante Yxo es igual a la 

(figura) restante r. Y, puesto que OP es igual a Ez, añádase a 

ambos nB; entonces el (paralelogramo) entero OB es igual al 

(paralelogramo) entero =B. Pero =B es igual a TE, porque el 

lado AE es también igual a EB [I, 36]; entonces TE es tam- 

bién igual a OB. Añádase a ambos =z; entonces el (parale- 
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logramo) entero TZ es igual al gnomon entero oxY. Pero se 

ha demostrado que el gnomon exY es igual a r; por tanto TZ 

es igual a r. 
Por consiguiente se ha aplicado a la recta dada AB un pa- 

ralelogramo ET igual a la figura rectilínea dada r, deficiente 

en la figura paralelograma TIB que es semejante a A. Q. E. F. 

PROPOSICIÓN 29 

Aplicar a una recta dada un paralelogramo igual a una 

figura rectilínea dada y que exceda en una figura paralelo- 

grama semejante a una dada. 

Sea AB la recta dada, r la (figura) rectilínea dada igual al 

(paralelogramo) que hay que aplicar a AB y A la (figura) se- 

mejante al (paralelogramo) en que es necesario que exceda. 

Así pues, hay que aplicar a la recta AB un paralelogramo 

igual a la (figura) rectilínea r y que exceda en una figura pa- 

ralelograma semejante a A. 
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Dividase AB en dos partes iguales por el (punto) E y 

constrúyase a partir de EB el paralelogramo BZ semejante y 

situado de manera semejante a a, y constrúyase He igual a 

ambos BZ, r y al mismo tiempo semejante y situado de ma- 

nera semejante a a [VI, 25]. Y sea ke correspondiente a Za, 

y KH a ZE. Y puesto que HƏ es mayor que ZB, entonces Ke 

es también mayor que ZA y KH que ZE. Prolónguense ZA, ZE, 

y sea ZAM igual a KƏ y ZEN igual a KH, y complétese MN; 

entonces MN es igual y semejante a HƏ. Pero He es seme- 

jante a EA; luego MN es semejante también a EA [VI, 21); 

luego EA está en torno a la misma diagonal que MN. Trácese 

su diagonal zz, y constrúyase la figura. 

Puesto que He es igual a EA, r, mientras que H6 es igual 

a MN, entonces MN es también igual! a Ea, r. Quítese de am- 

bas EA; entonces el gnomon restante wxe es igual a r. Y 

puesto que AE es igual a EB, AN también es igual a NB [I, 36], 

es decir, a AO [I, 43]. Añádase a ambos Ez; entonces el 

(paralelogramo) entero Az es igual al gnomon exw. Pero el 

gnomon XY es igual a r. Por tanto Az es igual a r. 

Por consiguiente, se ha aplicado a la recta AB un parale- 

logramo az igual a la (figura) rectilínea dada r y que excede 

en la figura paralelograma no que es semejante a A, puesto 

que or es semejante a EA [VI, 24]. Q. E. F. 

Prorosición 30 

Dividir una recta finita dada en extrema y media razón. 

Sea AB la recta finita dada. 

Así pues, hay que dividir la recta AB en extrema y media 

razón. 

| 
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Constrúyase a partir de AB el cuadrado Br y aplíquese a 

ar el paralelogramo ra igual a Br y que exceda en la figura 

AA semejante a Br [VI, 29]. 

Ahora bien, Br es un cuadrado; en- 

tonces AA es también un cuadrado. Y co- 

mo Br es igual a ra, quítese de ambos FE; 

entonces el (paralelogramo) restante BZ €s 

igual al (paralelogramo) restante AA. Pero 

E son también equiángulos; entonces los la- 

dos que comprenden los ángulos iguales 

de los (paralelogramos) BZ, AA son inver- 

samente proporcionales (VI, 14]; entonces, 

como ZE es a Ea, así AE a EB. Pero ZE es igual a AB y EA a 

AE. Por tanto, como BA €s a AE, así AE a EB. Pero AB es ma- 

yor que AE; así pues, AE es también mayor que EB. 

Por consiguiente se ha dividido la recta AB en extrema y 

media razón por E y su segmento mayor es AE. Q. E. F.%, 

T Z e 

A 

PROPOSICIÓN 31 

En los triángulos rectángulos, la figura (construida) a 

partir del lado que subtiende el ánguio recto es igual a las 

figuras semejantes y construidas de manera semejante a 

partir de los lados que comprenden el ángulo recto. 

Sea arr el triángulo rectángulo que tiene el ángulo recto 

BAT. 

62 Se trata de una aplicación directa de VI 29, en el-caso particular de 

que el exceso del paralelogramo que se aplica sea un cuadrado. Cf. m1 

LIBRO VI 105 

Digo que la figura (construida) a partir de Br es igual a 

las figuras semejantes y construidas de manera semejante a 

partir de los lados BA, AT. 

Trácese la perpendicular AA. 

Puesto que se ha trazado la per- 

pendicular AA en el triángulo rectán- AOS 

gulo arr desde el ángulo recto A has- B r 

ta la base Br, los triángulos ABA, AAT, E 

adyacentes a la perpendicular, son 

semejantes al (triángulo) completo asr y entre sí [VI, 8]. 

Y puesto que ABr es semejante a ABA, entonces, como TB 

es a BA, así AB a BA [VI, Def. 1]. Ahora bien, dado que tres 

rectas son proporcionales, como la primera es a la tercera, 

así la figura (construida) a partir de la primera es a la 

(figura) semejante y construida de manera semejante a partir 

de la segunda [VI, 19, Por.]. Entonces, como TB es a Ba, así 

la figura (construida) a partir de rs es a la (figura) semejante 

y construida de manera semejante a partir de BA. Por lo 

mismo, además, como Br es a TA, así la figura (construida) a 

partir de Br es a la (figura) construida a partir de ra. De 

modo que también, como BT es a BA, ar, así la figura (cons- 

truida) a partir de pr a las (figuras) semejantes y construidas 

de manera semejante a partir de BA, Ar. Pero Br es igual a 

BA, Ar; por tanto la figura (construida) a partir de Br es 

también igual a las figuras semejantes y construidas de 

manera semejante a partir de BA, Ar. 

Por consiguiente, en los triángulos rectángulos la figura 

(construida) a partir del lado que subtiende el ángulo recto 

es igual a las figuras semejantes y construidas de manera 

semejante a partir de los lados que comprenden el ángulo 

recto. Q. E. D. 
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PROPOSICIÓN 32 

Si dos triángulos que tienen dos lados (de uno) propor- 

cionales a dos lados (del otro) se construyen unidos por un 

ángulo% de modo que sus lados correspondientes sean pa- 

ralelos, los restantes lados de los triangulos estarán en li- 

nea recta. 

Sean ABI, ATE dos triángulos que tienen los dos lados 

BA, AT proporcionales a los dos lados Ar, AE (es decir) como 

AB es a Ar, así AT a AE, y AB paralela a Ar y AT a AE. 

Digo que Br está en linea recta con FE. 
A Pues como AB es paralela a Ar, y 

la recta ar ha incidido sobre ellas, 

los ángulos alternos BAT, ATA son 

iguales entre sí [I, 29]. Por lo mismo 

el (ángulo) TAE es también igual al 

(ángulo) ara. De modo que también 

el (ángulo) BAr es igual al ángulo 

TAE. Y puesto que ABT, ATE, son dos triángulos que tienen 

un ángulo, el correspondiente a A, igual a un ángulo, el 

correspondiente a a, y los lados que comprenden los án- 

gulos iguales, proporcionales (es decir que) como BA es a 

Ar, así TA a AE, entonces el triángulo ABr y el triángulo ArE 

son equiángulos [VI, 6]. Por tanto el ángulo ABT es igual al 

(ángulo) are. Pero se ha demostrado que el (ángulo) Ara es 

también igual al (ángulo) BAr; luego el (ángulo) entero ATE 

es igual a los dos (ángulos) ABr, BAr. Añádase a ambos el 

(ángulo) ArB; entonces los (ángulos) ATE, AFB son iguales a 

B r E 

63 La expresión griega es syntithénai katá mian gonían. 
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los (ángulos) BAT, ATB, FBA. Pero los (ángulos) BAT, ABT, ATB 

son iguales a dos rectos [1I, 32); luego los (ángulos) ATE, AFB 

son también iguales a dos rectos. Por tanto, las dos rectas 

BT, TE que no están en el mismo lado forman con una recta 

Ar y en su punto r los ángulos adyacentes ATE, ATB iguales a 

dos rectos; por tanto Br está en línea recta con TE ÍI, 14]. 

Por consiguiente, si dos triángulos que tienen dos lados 

(de uno) proporcionales a dos lados (del otro) se construyen 

unidos por un ángulo de modo que sus lados correspondien- 

tes sean paralelos, los restantes lados de los triángulos esta- 

rán en línea recta. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 33 

En los circulos iguales, los ángulos guardan la misma 

razón que las circunferencias sobre las que están, tanto si 

están en el centro como si están en las circunferencias%. 

Sean ABF, AEZ los círculos iguales y sean BHT, E8Z los 

ángulos correspondientes a sus centros (H, ©) y BAT, EAZ los 

(ángulos) correspondientes a sus circunferencias. 
Digo que: como la circunferencia Br es a la circunfe- 

rencia EZ, así el ángulo BHr al (ángulo) Eez y el ángulo BAr 

al (ángulo) EAZ. 

Pues háganse tantas circunferencias sucesivas PK, KA 

como se quiera iguales a Br y tantas circunferencias sucesi- 

vas ZM, MN como se quiera, iguales a EZ, y trácense HK, HA, 

ƏM, ON. 
Así pues, como las circunferencias BF, TK, KA son igua- 

les entre sí, los ángulos BHT, THK, KHA son también iguales 

entre sí (III, 27]; entonces cuantas veces Ba es múltiplo de 

é Cf. Eucuies, Elementos 1I (núm. 155 de la B.C.G.), Definiciones, 

pág. 292, nota 84, 

À] 
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Br, tantas veces el ángulo BHA es también múltiplo del 

(ángulo) BHr. Por lo mismo, también, cuantas veces la cir- 

A 
0 K 

cunferencia NE es múltiplo de la circunferencia EZ, tantas 

veces el ángulo Nee es múltiplo también del (ángulo) E8ez. 

Entonces, si la circunferencia BA es igual a la circunferencia 

En, el ángulo BHA es también igual al (ángulo) EeN (1, 27], 

y si la circunferencia BA es mayor que la circunferencia EN, 

el ángulo BHA es también mayor que el (ángulo) E8N, y si es 

menor, menor. Habiendo entonces cuatro magnitudes, las 

dos circunferencias Br, EZ y los dos ángulos BHI, E8Z, S€ 

han tomado unos equimúltiplos de la circunferencia Br y del 

ángulo BHT, a saber: la circunferencia BA y el ángulo BHA; y 

otros equimúltiplos de la circunferencia EZ y el ángulo E8z, 

a saber: la circunferencia EN y el ángulo EON. 

Ahora bien, se ha demostrado que, si la circunferencia 

ga excede a la circunferencia EN, el ángulo BHA excede tam- 

bién al ángulo EeN, y si es igual, es igual, y si menor, me- 

nor. Entonces, como la circunferencia BT es A la (circunfe- 

rencia) EZ, así el ángulo BHT al (ángulo) Eez [V, Def. 5]. 

Pero, como el ángulo BHF es al (ángulo) Eez, así el (ángulo) 

Bar al (ángulo) EAZ; pues son dobles respectivamente. En- 

tonces, como la circunferencia Br es a la circunferencia EZ, 
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así el ángulo BHT al (ángulo) Eez y el (ángulo) Bar al 

(ángulo) EAZ. 

Por consiguiente, en los circulos iguales, los ángulos 

guardan la misma razón que las circunferencias sobre las 

que están, tanto Sl están en el centro como si están en las 

circunferencias. Q. E. D.*. 

65 La asunción tácita de que el ángulo que está en un arco mayor es 

mayor, y el que está en un arco menor es menor, se deduciría fácilmente 

de III, 27. 
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2. Un número es una pluralidad compuesta de unida- 

des”. 

del punto en que la unidad no tiene posición (Metafísica 1016b25). De 

acuerdo con esta última distinción, Aristóteles llama a la unidad «un punto 

sin posición» stigmé áthetos (Metafísica 1084b26). 

e. Por último, Jámblico dice que la escuela de Crisipo define la unidad 

de una forma confusa (svnkechyménós), a saber: como «pluralidad uno» 

(pléethos hén). 

La definición de Euclides parece dirigida a separar la unidad de la 

multiplicidad y de la divisibilidad —lo cual, en cierto modo, supondría 

una exclusión de las fracciunes (cf. PLATÓN, República 525e}—. Pero, en 

todo caso, su utilidad matemática es muy inferior a sus resonancias filosó- 

ficas. El propio Platón ya habia reparado, con cierta gracia, en esta di- 

mensión de la definición «modema»: «Hombres asombrosos, ¿acerca de 

qué números discurris, en los cuales se halla la unidad tal como la consi- 

deráis, como igual a cualquier otra unidad sin diferir en lo más mínimo y 

sin contener en sí misma parte alguna?» (República VII 526a). 

Por lo demás, Teón de Esmima atribuye la etimología de monás «uni- 

dad» bien al hecho de permanecer inalterada cuando se multiplica por sí 

misma cualquier número de veces, o bien al hecho de mantenerse aislada 

(memonósthai) del resto de los números. Nicómaco observa a su vez que 

mientras cualquier número es la mitad de la suma de los números ad- 

yacentes y de los números equidistantes, por cada lado, la unidad resulta 

más aislada pues no tiene números a ambos lados sino sólo a uno de ellos, 

amén de limitarse a ser la mitad del siguiente, el 2. 

6 Arithmós de tó ek monádón synkeimenon pléthos. 

La definición de número de Euclides no es, una vez más, sino una de 

las muchas que conocemos. Nicómaco combina varias en una al decir que 

es «una pluralidad definida» (pléthos horisménon) o un «conjunto de uni- 

dades» (monádón systema), o un «flujo de cantidad compuesto por unida- 

des» (posótétos chyma ek monádón synkeimenon). Teón dice que un nú- 

mero es una «colección de unidades», o una progresión (propodismós) de 

cantidad que parte de una unidad y una regresión (anapodismós) que aca- 

ba en una unidad. Según Jámblico, la descripción como colección de uni- 

dades fue aplicada a la cantidad, es decir al número, por Tales, que en esto 

seguía a los egipcios (katá tó Aigyptiakón aréskon). Mientras que Eudoxo 

el pitagórico fue quien habló del número como «pluralidad definida». 
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3. Un número es parte de un número, el menor del ma- 

yor, cuando mide al mayor. 

4. Pero partes cuando no lo mide 6, 
5. Y el mayor es múltiplo del menor cuando es medido 

por el menor?*. 

ARISTÓTELES presenta una serie de definiciones que insisten sobre lo 

mismo: «una pluralidad definida» pléthos tó peperasménon (Metafisica 

1020a13); «pluralidad o combinación de unidades» o «pluralidad de indi- 

visibles» (ibid. 1053330, 1039212, 1085b22); «varios unos» héna pleíó 

(Física II 7, 207b7); «pluralidad que se puede medir por uno» (Metafisica 

105743) y «pluralidad medida» y «pluralidad de medidas» siempre que la 

medida sea el uno to hén (ibid. 108845). 

Por otra parte, he traducido el término pléthos por «pluralidad» pues 

así se distingue tanto de arithmós «número» como de posón «cantidad». 
Otros contextos de los libros de aritmética exigirán, llegado el caso, una 

versión diferente. 
$8 Si por méros «parte» en la definición anterior se entiende una parte 

alícuota o submúltiplo, con el plural mére «partes», en esta definición, Eu- 

clides alude a un número de partes alícuotas o a lo que nosotros llama- 

ríamos una fracción propia. De modo que, por ejemplo, el número 2 es 

parte del número 6, pero el número 4 no es parte sino partes de este mismo 

número 6. 
Gas, Esta definición viene a formular la relación reciproca de la estable- 

ida en la def. 3 (supra). El uso de estas nociones aritméticas en los Ele- 

mentos envuelve algunas suposiciones tácitas sobre la relación de medir 

una cantidad un número de veces. Por ejemplo: si x mide a y e y mide a z, 

x mide a z; si x mide a y y mide a z, x mide a y + z; si x mide a y y mide a 

z, x medirá a y — z o a z — y (según que y > z 0 y < 2). Pero su limitación 

mayor es no ofrecer una conceptualización o una explicación de la noción 

involucrada de medida. Una reconstrucción axiomática moderna de la 

teoría aritmética de los Elementos puede verse en N. MALMENDIER, «Eine 

Axiomatik zum 7. Buch der Elemente von Euklid», Mathematische-Phy- 

sikalische Semesterberichte 22 (1975), 240-254. Puede que el primer ensa- 

yo en la dirección de completar el marco de postulados, definiciones y 

axiomas de la aritmética clásica haya sido la Arithmetica de Jordano de 

Nemore (s. xm); vid. la reciente edición de H. L. BusarD, Jordanus de 

Nemore. De- elementis arithmetice artis, Stuttgart, 1991, 2 vols. 

191.-8 
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versión diferente. 
$8 Si por méros «parte» en la definición anterior se entiende una parte 

alícuota o submúltiplo, con el plural mére «partes», en esta definición, Eu- 

clides alude a un número de partes alícuotas o a lo que nosotros llama- 

ríamos una fracción propia. De modo que, por ejemplo, el número 2 es 

parte del número 6, pero el número 4 no es parte sino partes de este mismo 

número 6. 
Gas, Esta definición viene a formular la relación reciproca de la estable- 

ida en la def. 3 (supra). El uso de estas nociones aritméticas en los Ele- 

mentos envuelve algunas suposiciones tácitas sobre la relación de medir 

una cantidad un número de veces. Por ejemplo: si x mide a y e y mide a z, 

x mide a z; si x mide a y y mide a z, x mide a y + z; si x mide a y y mide a 

z, x medirá a y — z o a z — y (según que y > z 0 y < 2). Pero su limitación 

mayor es no ofrecer una conceptualización o una explicación de la noción 

involucrada de medida. Una reconstrucción axiomática moderna de la 

teoría aritmética de los Elementos puede verse en N. MALMENDIER, «Eine 

Axiomatik zum 7. Buch der Elemente von Euklid», Mathematische-Phy- 

sikalische Semesterberichte 22 (1975), 240-254. Puede que el primer ensa- 

yo en la dirección de completar el marco de postulados, definiciones y 

axiomas de la aritmética clásica haya sido la Arithmetica de Jordano de 

Nemore (s. xm); vid. la reciente edición de H. L. BusarD, Jordanus de 

Nemore. De- elementis arithmetice artis, Stuttgart, 1991, 2 vols. 

191.-8 
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12. Un número primo es el medido por la sola unidad ”*. 

13. Números primos entre sí son los medidos por la sola 

unidad como medida común. 

14. Número compuesto es el medido por algún número. 

nos «sólo» estaria de más. Recordemos así mismo el caso de la proposi- 

ción IX 34 que muestra claramente cuál es el punto de vista de Euclides. 

Por otro lado, las proposiciones IX 33 y 34, también dan motivos para 

excluir la definición que Heiberg considera como una interpolación (vid. 

la nota anterior). De acuerdo con ella, un número parmente impar podría 

resultar también imparmente par. De modo que si tanto esta presunta de- 

finición 10 como la definición 9 fueran genuinas, las proposiciones IX 33 

y IX 34 plantearian serios problemas. Pues en IX 33 podría darse el caso 

de que un número no fuera «sólo» parmente impar; y la prueba de 1X 34 

no dejaría de ser equivoca. 

74 Nicómaco, Teón y Jámblico añaden a «número primo» prótos arith- 

mós el término asynthetos «no compuesto». Teón lo define de manera si- 

milar a Euclides como «el medido por ningún número excepto la unidad». 

ARISTÓTELES dice también que un número primo no es medido por ningún 

número (Analíticos Segundos 11 13, 16336), pues la unidad no es un nú- 

mero (Metafísica 108836), sino sólo el principio del número. Para Nicó- 

maco, los números primos no son una subdivisión de los números en 

general sino sólo de los impares. Dice que un número primo no admite 

otra parte (i.e., otro submúltiplo) que la que tiene su nombre derivado del 

del propio número (parónymon heautoi), por ejemplo «tres» no admite 

otra parte que «un tercio». Según esta teoria, los números primos em- 

piezan por el 3, mientras que para Aristóteles el 2 sería el primer número 

primo y el único par. El testimonio aristotélico demuestra que esta diver- 

gencia con la doctrina pitagórica es anterior a Euclides. El número 2 

cumple las condiciones de la definición euclídea, lo que sirve a Jámblico 

de pretexto para criticar a Euclides una vez más. 

A los números primos se aplican en griego también otros nombres di- 

ferentes de prótos. Jámblico los llama euthimetrikoi; Timaridas, euthy- 

grammikoí «rectilineos», y una variante del anterior, grammikoí, «linea- 

les», es el utilizado por Teón de Esmima: ambas tienen en cuenta que sólo 

pueden ser representados por una linea. 

Según Nicómaco, el término prótoi se debe a que sólo se puede llegar 

a ellos juntando unidades y la unidad es el principio del número. 
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15. Números compuestos entre sí son los medidos por al- 

gún número como medida común”. 

16. Se dice que un número multiplica a un número cuando 

el multiplicado se añade (a sí mismo) tantas veces 

como unidades hay en el otro y resulta un número de: 

17. Cuando dos números, al multiplicarse entre si, hacen 

algún (número), el resultado se llama (número) pla- 

no y sus lados son los números que se han multi- 

plicado entre sí”. 

75 Teón define los números compuestos entre sí de manera similar a 

Euclides, y pone como ejemplo el 8 y el 6, que tienen al 2 como medida 

común, y el 6 y el 9, que cuentan con el 3. La clasificación euclídea de nú- 

meros primos y compuestos entre sí difiere, sin embargo, de las de Nicó- 

maco y Jámblico. Este último considera que todos estos tipos de números 

son subdivisiones sólo de la clase de los números impares, mientras que 

los números pares se dividen, a su vez, en tres tipos: a) parmente pares ; b) 

parimpares; c) imparpares. Los dos primeros, a y b, son los casos extre- 

mos, y los del tipo c son intermedios entre los otros dos tipos. Del mismo 

modo, la clase de los números impares se divide en tres tipos, de los que el 

tercero es intermedio entre los otros dos: a) primos y no compuestos: que 

equivalen a los números primos de Euclides con excepción del 2; b) se- 

cundarios y no compuestos: cuyos factores deben ser no sólo impares sino 

primos, por ejemplo 9, 15, 21...; c) secundarios y compuestos en sí mis- 

mos pero primos en relación con otros. También en este caso los factores 

deben ser impares y primos. Esta clasificación es objetable por limitar un 

término tan amplio como «compuesto» a los casos formados por factores 

primos. 

16 Traduzco syntethéi por «se añade (a si mismo)» para que resulte in- 

teligible en castellano. Se trata de la definición sobradamente conocida de 

la multiplicación como suma abreviada. 

77 Los términos plano y sólido aplicados a números proceden de la 

adaptación de su uso con referencia a figuras geométricas. De acuerdo con 

esto, un número recibe la calificación de lineal cuando es contemplado 

como si constara de una sola dimensión, la longitud. Cuando se le añade 

otra dimensión, la anchura, resulta un número plano, cuya forma más co- 

mún es la que corresponde al rectángulo en Geometría. En la tradición pi- 

tagórica no dejaron de abundar estas y otras muestras de números figura- 
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18. Cuando tres números, al multiplicarse entre sí, hacen 

algún número, el resultado es un (número) sólido y 

sus lados son los números que se han multiplicado 

E entre sí. 

19. Un número cuadrado es el multiplicado por sí mismo o 

el comprendido por dos números iguales. 
20. Y un (número) cubo el multiplicado dos veces por sí 

mismo o el comprendido por tres números iguales? 
21. Unos números son proporcionales cuando el primero 

es el mismo múltiplo o la misma parte o las mismas 

partes del segundo que el tercero del cuarto ”. 

22. Números planos y sólidos semejantes son los que tie- 

nen los lados proporcionales. 

dos (e.g. los números cuadrados, generados por la adición de un gnómon 

impar, o los números oblongos, generados por la adición de un gnó- 

mon par). 

Por otra parte, el griego utiliza el verbo poiéó «hacer» para significar 

el proceso de la multiplicación y gignomai para el resultado. 

78 Para las definiciones de número cuadrado y número cubo Euclides 
emplea las curiosas expresiones isákis ísos e isákis isos isákis respectiva- 

mente, cuya traducción literal es la siguiente: «igual número de veces 

igual» (Def. 19) e «igual número de veces igual número de veces igual». 

Nicómaco distingue un caso especial de número cuadrado que acaba 

(en la notación adoptada) en el mismo dígito o numeral que su lado, por 

ejemplo: 1, 25, 36, cuadrados de 1, 5 y 6 respectivamente. A estos nú- 

meros los llama cíclicos (kyklikoi) por analogía con los círculos, en geo- 

metría, que vuelven al punto donde han empezado. Por la misma razón a 

los números cubos que acaban con el mismo dígito que sus lados y los 

cuadrados de sus lados los llama esféricos. 
12 Euclides no se plantea la noción de proporción en los mismos térmi- 

nos que otros autores anteriores o posteriores que definen la proporción 

como «igualdad o semejanza de razones». Por otra parte, habla normal- 

mente de números «continuamente proporcionales» en el sentido de «pro- 

porcionales en orden, o sucesivamente». 
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23. Número perfecto* es el que es igual a sus propias par- 

tes! 

* La ley de formación de los números perfectos, dada por la fórmula 

2n (2n - 1) cuando 2n — | es un número primo, se demuestra más ade- 

lante, en IX 36. Teón de Esmima y Nicómaco añaden otros dos tipos de 

números: los «superperfectos», hypertelés o hypertéleios, cuando la suma 

de sus partes alícuotas (submúltiplos) es mayor que el propio número, por 

ejemplo la suma de las partes de /2es6+4+3+2+J]= 16, y los 

«defectivos», ellipés, cuando la suma de las partes es menor que el propio 

número, por ejemplo la suma de las partes de 8 es4+2+1]=7. 

$! Los libros VII-IX cubren lo que podría llamarse «aritmética teórica 

elemental» griega. La suerte de la aritmética no deja de ser un tanto cu- 

riosa en Grecia. Por una parte, no tardó mucho en verse disociada de la 

«logística» práctica, i.e. de las técnicas comunes de cálculo aplicadas a le- 

var las cuentas y a traficar con objetos materiales, a menesteres de carácter 

administrativo o mercantil. Al propio Pitágoras se le atribuyó una primera 

depuración filosófica o «teórica» de la aritmética: «Pitágoras honró la arit- 

mética más que ningún otro. Hizo grandes avances en ella, sacándola de 

los cálculos prácticos de los comerciantes y tratando todas las cosas como 

números» (ARISTÓXENO, fr. 23). Esta «liberación», al parecer, no impidió a 

los pitagóricos mantener antiguos hábitos intuitivos de cálculo, como el de 

operar con guijarros o marcas (logídsesthai pséphois). Pero sí pudo contri- 

buir a cierta idealización de los números y a la consideración de una 

«logística» teórica, interesada en propiedades y relaciones numéricas ge- 

nerales. Y, desde luego, contribuyó a elevar los números y sus relaciones, 

o «configuraciones», a la dignidad de símbolos iniciáticos o claves de 

comprensión del universo. Asi, en pitagóricos tan notables como Filolao, 

la aritmética parece inseparable de la numerología. Una numerología que 

no dejará de tener varia y curiosa fortuna: cobra enjundia metafisica en el 

s. 1v a. C. (con Espeusipo y Jenócrates); mucho más tarde, a partir del 

neopitagorismo del s. 1 d. C., retorna a la aritmología simbólica (e.g. en 

Nicómaco, Teón de Esmirna); luego, de la mano de Jámblico (s. 1v), viene 

a desembocar en la teología. Por otro lado, al margen de los dos caminos 

principales de la aritmética griega (el de la teoría de los números — en 

parte recogida y en parte normalizada por los Elementos — y el de la sim- 

bología numerológica), irán quedando otras sugerencias sobre el desarro- 

llo numérico de la razón y la proporción, innovaciones notacionales como 

E a o 
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PROPOSICIÓN 1 

Dados dos números desiguales y restándose sucesiva- 

mente el menor del mayor, si el que queda no mide nunca al 

la del Arenario de Arquimedes, investigaciones métricas como las de He- 

rón o primicias «algebraicas» como las de Diofanto. 

En realidad, la misma aparición de estos libros de aritmética en los 

Elementos de Euclides no deja de ser un tanto curiosa. Desde un punto de 

vista sistemático, sólo podría justificarse por relación a ciertas aplicacio- 

nes en el libro X. En todo caso, algunos desarrollos como los de la teoría 

del par/impar, o los primos relativos o la teoría misma de la proporción 

numérica, dan la impresión de que Euclides trabaja con un legado autó- 

nomo y autosuficiente. Es cierto que, en la tradición, la aritmética y la 

geometría se consideraban de la misma familia: al decir de Arquitas (se- 

gún PorririO, In Ptol. Harm. 1 330, 26-331, 8), parecían «hermanas»; 

tampoco conviene olvidar el legado pitagórico de los números figurados. 

Pero, por otra parte, los números y las magnitudes geométricas son, según 

otra tradición no menos persistente, entidades dispares. No sólo por moti- 

vos de orden matemático (como el caso de la inconmensurabilidad o la 

perspectiva de la teoria generalizada de la proporción), sino también, qui- 

zás, por motivos filosóficos, e.g. la «pureza» mayor de la aritmética con 

respecto al mundo sensible, la categorización de lo discreto y lo continuo, 

la índole misma de los números como objetos susceptibles de hallazgo O 

determinación pero no de conformación O construcción -— no hay postula- 

dos ni problemas expresos en los libros de aritmética de los Elementos—. 

En suma, la pregunta de por qué aparece aquí el venerable legado de la 

teoría de los números, puede todavía considerarse abierta. 

Otra cuestión añadida es la curiosa circunstancia de que hoy no dis- 

pongamos de unos Elementos de aritmética dentro de la tradición mate- 

mática griega. Sobre la base de la antigüedad de buena parte del material 

con que trabaja Euclides, hay quienes insisten en la presunta existencia de 

unos Elementos pitagóricos [e.g. B. L. Van WAERDEN, «Die postulate und 

Konstruktionen in der frúhgriechischen Geometrie», Archive for History 

of Exaci Sciences 18 (1978), 343-357; L. ZumuD, «Pythagoras as a Mathe- 

matician», Historia Mathematica 16 (1989), 249-268]. No hay datos que 
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anterior hasta que quede una unidad, los números iniciales 

serán primos entre si. 

Pues sean AB, Ta dos números [desiguales] tales que, 

restándose sucesivamente el menor del mayor, el que quede 

no mida nunca al anterior hasta que quede , 

una unidad. 
e 

Digo que AB, FA soñ primos entre sí, es 

decir que la sola unidad mide a AB, TA. 

Pues si AB, ra no son primos entre sí, 

algún número los medirá. Midalos (un nú- 

mero) y sea E; y Fa, al medir a BZ, deje ZA 

menor que él mismo, y AZ, al medir a AH, 

deje Hr menor que él mismo, y Hr, al medir B A 

a ze, deje una unidad 8A. 

Así pues, como E mide a Fa, y ra mide también a BZ, en- 

tonces E mide también a BZ; pero mide también al total BA; 

por tanto medirá también al resto AZ. Ahora bien, Az mide a 

AH; entonces E mide también a AH; pero mide así mismo al 

total Ar; por tanto medirá también al resto rH. Pero FH mide 

a ze; y mide así mismo al total Za; luego medirá también 
a 

la unidad restante A9, aun siendo un número; lo cual es im- 

posible. Por tanto, ningún número medirá a los números 

AB, TA. 

corroboren la inferencia. Pasando a otros tiempos muy posteriores —in- 

cluso a Euclides —, también se ha sugerido la existencia de unos Ele- 

mentos de Diofanto [J. CHISTIANIDIS, «Arithmetikée Stoikheiosis: Un traité 

perdu de Diophante d' Alexandrie?», Historia Mathematica 18 (1991), 

239-246]; pero la principal base aducida, un escolio de un bizantino 

anónimo al Comentario a la Introducción a la aritmética de Nicómaco, de 

Jámblico, no parece demasiado fuerte para sostener esta conjetura. No 

obstante, sigue en pie la afirmación de Proclo de que «muchos autores han 

escrito tratados de Elementos sobre aritmética y astronomía» (73, 12-14). 
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Por consiguiente, AB, ra son primos entre si [VIL, Def. 

13]. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 2 

Dados dos números no primos entre sí, hallar su medi- 

da común máxima. 

Sean AB, Fa los dos números dados no primos entre si. 

A Así pues, hay que hallar la medida 

común máxima de AB, TA. 

Si en efecto Ta mide a AB, y se mide 

z también a sí mismo, entonces TA €s medida 

común de ra, AB. Y está claro que también 

H esla máxima, pues ninguna mayor que TA 

B A medirá a TA. 

Pero si ra no mide a AB, entonces, res- 

tándose sucesivamente el menor de los (números) AB, Fa del 

mayor, quedará un número que medirá al anterior. Pues no 

quedará una unidad: porque en otro caso AB, TA serán 

primos entre sí [VII, 1], que es precisamente lo que se ha 

supuesto que no. Así pues, quedará un número que medirá 

al anterior. Ahora bien, ra, al medir a BE, deje Ea menor que 

él mismo, y Ea, al medir a Az, deje zr menor que él mismo, 

y mida rz a AE. Así pues, como TZ mide a AE, y AE mide a 

AZ, entonces rz medirá también a AZ; pero se mide también 

a sí mismo; entonces medirá también al total ra. Pero Fra 

mide a BE; luego rz mide a BE; y mide también a EA; por 

tanto medirá también al total BA; pero mide también a Ta; 

entonces rz mide a AB, rA. Por tanto, TZ ès medida común 

de AB, TA. 
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Digo ahora que también es la máxima. Pues, si IZ no es 

la medida común máxima de AB, r4, un número que sea ma- 

yor que rz medirá a los números AB, Pa. Midalos (un núme- 

ro) y sea H. Y como H mide a rA y Fa mide a BE, entonces H 

mide también a BE; pero también mide al total Ba; entonces 

medirá también al resto AE. Pero AE mide a az, por tanto, H 

medirá a az y mide también al total ar; luego medirá tam- 

bién al resto rz, esto es: el mayor al menor, lo cual es im- 

posible; así pues, no medirá a los números AB, ra un número 

que sea mayor que rZ. 

Por consiguiente, rz es la medida común máxima de 

AB, TA. 

Porisma: 

A partir de esto queda claro que, si un número mide a 

dos números, medirá también a su medida común máxima. 

Q. E. D.®. 

82 Si la proposición anterior puede considerarse como un «test» de la 

propiedad de ser primos relativos, ahora Euclides ofrece un método no 

menos eficaz para hallar la medida común máxima de dos números por el 

mismo método de sustracción recíproca sucesiva (anthyphairein). Puede 

que este método proceda de la determinación de razones entre dos seccio- 

nes del monocordio —como sugiere A. Szabó—. Desde luego, la noción 

de anthyphairesis parece relacionada con un concepto de razón numérica 

anterior a Euclides. (Más adelante, en X 2, 3, se encontrará una nueva 

aplicación en un marco más general.) Por otro lado, la versión moder- 

nizada de este procedimiento en términos no ya de sustracción sino de 

división, y de su resultado como obtención del «máximo común divisor, 

puede prestarse a equívocos, €.B. al aproximar la aritmética euclídea a la 

moderna aritmética de fracciones. Mayor confusión sería una mezcla de 

todo ello tan curiosa como la acepción del uso «matemático» de anthy- 

phairéo (referido a X 2, 3) en los términos: «sustraer alternativamente dos 

magnitudes para hallar el máximo denominador común» —en el Diccio- 

nario Griego-Español 11, Madrid, C.S.1.C., 1986, pág. 309. 

Í
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PROPOSICIÓN 3 

Dados tres números no primos entre sí, hallar su medi- 

da común máxima. 

Sean A, B, T los tres números dados no primos entre sí. 

Así pues, hay que hallar la medida común máxima de 

A, B, T. 
Tómese pues la medida común 

B máxima, a, de los dos (números) A, B 

e| a| |: z [VII 2]; entonces a o mide o no mi- 
de a r. En primer lugar mídalo; pero 

mide también a A, B; entonces A mide a A, B, r. Luego A es 

una inedida común de A, B, T. 

Digo ahora que también es la máxima. Pues si A no es la 

medida común máxima de A, B, r, un número que sea mayor 

que a medirá a los números A, B, r. Midalos y sea E. Así 

pues, como E mide a A, B, T, entonces medirá también a A, B, 

luego medirá también a la medida común máxima de A, B 

[VII, 2, Por.]. Pero la medida común máxima de AB es 4; 

entonces E mide a A, el mayor al menor; lo cual es imposi- 

ble. Por tanto no medirá a los números A, B, r un número 

que sea mayor que A; entonces a es la medida común máxi- 

ma de A, B, T. 

Ahora no mida A ar. 

Digo, en primer lugar, que r, A no son primos entre sí. 

Pues, como A, B, F no son primos entre sí, algún número los 

medirá. Entonces el que mida a A, B, r, medirá también a A, 

B; y medirá también a a la medida común máxima de A, B 

[VIL 2, Por.]; pero mide también a r; entonces un número 

medirá a a, r; luego a, r no son primos entre sí. Tómese, 

A 
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pues, su medida común máxima, E [VII, 2]. Y como E mide 

a A, mientras que A mide a A, B, entonces E también mide a 
A, B; pero mide también a r, luego E mide a A, B, r; por 

tanto, E es una medida común de A, B, T. 

Digo ahora que también es la máxima. Pues, si E no es 

la medida común máxima de A, B, r, un número que sea 

mayor que E medirá a los números A, B, r. Midalos y sea Z. 

Ahora bien, como Z mide a A, B, F, también mide a A, B; 

entonces también medirá a la medida común máxima de A, 

B [VII, 2, Por.]. Pero A es la medida común máxima de A, B; 

entonces Z mide a A; y mide también a r; luego Z mide a 4, 

T; por tanto medirá también a la medida común máxima de 

a, T [VII, 2, Por.]. Pero E es la medida común máxima de 4, 

r; entonces Z mide a E, el mayor al menor, lo cual es impo- 

sible; por tanto, no medirá a los números A, B, r un número 

que sea mayor que E. 
Por consiguiente, E es la medida común máxima de a, 

B,T.Q.E.D.*, 

9 Herón señala que este método nos permite hallar la medida común 

máxima de tantos números como queramos y no sólo de tres, porque cual- 

quier número que mida a dos números medirá también a su medida común 

máxima. Así que se trata de ir hallando sucesivamente la medida común 

máxima de pares de números, hasta que queden sólo dos números de los 

que se hallará la medida común máxima. Euclides asume tácitamente esta 

extensión en VII 33 donde se toma la medida común máxima de tantos 

números como se quiera. 
Estas proposiciones iniciales 1-3 del libro VH presentan el llamado 

«algoritmo» euclídeo para la determinación de números primos y la ob- 

tención de la medida común máxima entre dos o más números no primos 

entre sí. Esa denominación no es inadecuada en la medida en que, cierta- 

mente, representan un procedimiento de cálculo efectivo, i.e. una rutina 

metódica capaz de conducirnos en una serie finita de pasos a un resultado 

preciso. 
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PROPOSICIÓN 4 

Todo número es parte o partes de todo número, el me- 

nor del mayor. i 

Sean dos números A, BT, y sea el menor Br. 

Digo que Br es parte o partes de A. 

Pues A, Br o son primos entre sí o no lo son. 

En primer lugar sean primos entre sí. 

B Entonces, si se divide Br en las unidades 

que hay en él, cada unidad de las que hay 

al E en BF será alguna parte de a; de modo que 

Br es partes de A. 

Zz Ahora no sean A, Br primos entre sí; 

a entonces Br o mide a A o no (lo mide). Si 

r en efecto Br mide a A, Br es parte de A. 

Pero, si no, tómese la medida común 

máxima, A, de A, Br [VII, 2] y divídase Br en los (números) 

BE, EZ, ZT iguales a a. Ahora bien, como A mide a A, A es 

parte de A; pero A es igual a cada uno de los (números) BE, 

EZ, 2T, luego cada uno de los (números) BE, EZ, Zr es 

también parte de A. De modo que Br es parte de A. 

Por consiguiente, todo número es parte o partes de todo 

número, el menor del mayor. Q. E. D.**. 

% En términos modernos se podría resumir como sigue: 

Dados dos números A y B, en primer lugar se halla su máximo común 

divisor, C. Si c es contenido x veces en A e y veces en B, x e y precisarán la 

razón de A a B. De esta forma, la razón de 70 a 15, por ejemplo, será 2/3. 
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PROPOSICIÓN 5 

Si un número es parte de un número, y otro es la misma 
parte de otro, la suma será también la misma parte de la 
suma que el uno del otro. 

Pues sea el número A parte del número Br, y otro (nú- 
mero) A la misma parte de otro (núme- B 
ro) EZ que A de Br. | E 

Digo que la suma de a, a es la mis- A 
ma parte de la suma de Br, EZ que A y |: E 
de Br. E J 

Pues como la parte que es a de Br, 
la misma parte es a de EZ, entonces, cuantos números hay 
en Br iguales a A, tantos números hay en EZ iguales a A. 
Dividase Br en BH, HF iguales a A, y EZ en E8, ƏZ iguales a 
A. Entonces la cantidad de los (números) BH, Hr será igual a 
la cantidad de los (números) Ee, ez. Y como BH es igual a A 
y E9 es igual a A, entonces BH, ES son iguales a A, a. Por lo 
mismo, HT, 8Z son también iguales a A, a. Por tanto, cuantos 
números hay en Br iguales a A, tantos hay en Br, EZ iguales 
a A, A. Luego, cuantas veces Br es múltiplo de A, tantas 
veces lo es también la suma de Br, EZ de la suma de A, A. 

Por consiguiente, la parte que A es de Br, la misma parte 
es también la suma de A, a de la suma de Br, EZ. Q. E. D.35, 

*5 En términos modernos se podría resumir: 

Dados cuatro números A, B, C, D. 
Si 4 = (l/n) 8 y € = (1/n) D, entonces A + C = (1/n) (B + D). 
Esta proposición puede relacionarse con V 1, donde las demostracio- 

nes son bastante similares, pero en V 1, se habla de «múltiplo», mientras 
que en VII 5, se trata de «parte» o submúltiplo. 

cae | 
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PROPOSICIÓN 6 

Si un número es partes de un número y otro (número) es 

las mismas partes de otro (número), la suma será también 

las mismas partes de la suma que el uno del otro. 

Pues sea el número AB partes del número F, y otro 

(número) AE las mismas partes de otro (número), Z, que AB 

der. 

Digo que la suma de AB, AE es también las mismas par- 

tes de la suma r, Z que AB de r. 

Pues como las partes que AB es de T, 

A Jora las mismas partes es también AE de Z, 

H jo Z entonces, cuantas partes de r hay en AB, 

tantas partes de Z hay también en AE. Di- 

vídase AB en las partes AH, HB de r, y AE 

en las partes A9, SE de z; entonces la cantidad de los 

(números) AH, HB será igual a la cantidad de los (números) 

^9, 8E. Y como la parte que AH es de r, la misma parte es 

también Ae de Z, entonces la parte que es AH de r, la misma 

parte es también la suma de AH, A0 de la suma de r, z (VII 

5]. Por lo mismo, la parte que es HB de r, la misma parte es 

también la suma de HB, E de la suma de T, Z. 

Por consiguiente, las partes que es AB de T, las mismas 

partes es también la suma de AB, AE de la suma de T, Z. 

Q. E. D.*. 

B E 

86 Si 4 = (mín) B, C = (m/n) D, entonces: A + C = (m/n) (B + D). 

EEEE Pere: AAE E A TR = 

A EE e 
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PROPOSICIÓN 7 

- Si un número es la misma parte de un número que un 

(número) restado de (un número) restado, el resto será la 

misma parte del resto que el total del total. 

Pues sea el número AB la misma parte del número FA 

que el número (restado) AE del (número) restado rz. 

A E B 

H r z A 

Digo que el resto, EB, es también la misma parte del res- 

to, Za, que el total AB del total ra. 

Pues la parte que AE es de Tz, la misma parte sea tam- 

bién EB de TH. Y como la parte que AE es de rz, la misma 

parte es también EB de rH, entonces la parte que AE es de IZ, 

la misma parte es también AB de HZ [VIL 5]. Pero la parte 

que AE es de rz, la misma parte se ha supuesto que es AB de 

ra; entonces la parte que es AB de HZ, es también la misma 

parte de ra, luego HZ es igual a ra. Quítese de ambos TZ, 

entonces el resto HZ es igual al resto za. Y como la parte 

que AE es de rz, la misma parte es también EB de Hr, y HT es 

igual a za, entonces la parte que AE es de rz, la misma parte 

es EB de za. Ahora bien, la parte que AE es de rz, la misma 

parte es también AB de Fa. 

Por consiguiente, el resto EB es la misma parte del resto 

za que el total, AB, del total, rA. Q. E. D. 87, 

” si 4 = (1/n) B; C = (1/n) D, entonces: A- C = (1/n) @- bD). 

191.-9 
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PROPOSICIÓN 8 

Si un número es las mismas partes de un número que un 

(número) restado de un (número) restado, el resto será las 

mismas partes del resto que el total del total. 

Pues sea el número AB las mismas partes del número rA 

que el (número) restado AE del (número) restado rz. 

r z. a Digo que el resto EB es las mis- 

~ mas partes del resto Za que el total 

H ME NỌ AB del total rA. 
Hágase He igual a aB. Entonces 

las partes que He es de Fa, las mis- 

mas partes es también AE de rz. Divídase He en las partes 

HK, KƏ de FA y AE en las partes AA, AE de rz; entonces la 

cantidad de los números HK, Ke será igual a la cantidad de 

los (números) AA, AE. Y como la parte que HK es de T4, la 

misma parte es también AA de rz, y TA es mayor que IZ, en- 

tonces HK es también mayor que AA. Hágase HM igual a AA. 

Entonces la parte que HK es de ra, la misma parte es tam- 

bién HM de rz; por tanto, el resto MK es la misma parte del 

resto ZA que el total Hx del total ra [VII, 7]. 

Como la parte que Ke es de ra, la misma parte es, a su 

vez, EA de TZ, y TA es mayor que TZ, entonces €K es mayor 

que Ea. Hágase KN igual a Ea. Entonces la parte que Ke es 

de ra, la misma parte es KN de rz. Por tanto, el resto Ne es 

la misma parte del resto Za que el total ke del total ra [VII 

7]. Pero se ha demostrado que el resto MK es la misma parte 

del resto ZA que el total HK del total r4; así pues, la suma de 

MK, NƏ es también las mismas partes de Az que el total en 

del total ra. Pero la suma de MK, NƏ es igual a EB, y 8H a BA. 

A A E B 
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Por consiguiente, el resto EB es las mismas partes del 

resto ZA que el total AB del total ra. Q. E. D. 

PROFOSICIÓN 9 

Si un número es parte de un número y otro (número) es 
la misma parte de otro, también, por alternancia, la parte o 
partes que el primero es del tercero, la misma parte o par- 
tes será el segundo del cuarto. 

Pues sea el número A parte del número Br, y otro 

(número) a la misma parte de otro EZ que A 

de Br. 

Digo que también, por alternancia, la B 
parte o partes que A es de a, la misma parte : 
O partes es también Br de EZ. qe 

Pues como A es parte de Br y a es la 

misma parte de EZ, entonces, cuantos nú- |a 

meros iguales a A hay en Br, tantos hay 

también en EZ iguales a a. Divídase Br en 
los (números) BH, HT iguales a A, y EZ en los (números) E8, 
ez iguales a 4; entonces, la cantidad de los (números) BH, 

HT será igual a la cantidad de los (números) E6, ez. 

Ahora bien, puesto que los números BH, HT son iguales 
entre sí, y los números Ee, ƏZ son también iguales entre sí, 
mientras que la cantidad de los (números) BH, Hr es igual a 
la cantidad de los (números) Ee, ez, entonces la parte o par- 
tes que BH es de E6, la misma parte o las mismas partes es 
también Hr de eZ; de modo que también la parte o partes 
que BH es de E6, la misma parte o las mismas partes es la 
suma de ambos, Br, de la suma de ambos, EZ. Pero BH es 
igual a A y EO a A. 

E 

r z 
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Por consiguiente, la parte o partes que A es de A, la mis- 

ma parte o las mismas partes es Br de EZ. Q. E. D. 8s, 

Proposición 10 

Si un número es partes de un número y otro (número) es 

las mismas partes de otro, también, por alternancia, las 

partes o parte que el primero es del tercero, las mismas 

partes o la misma parte será también el segundo del cuarto. 

Pues sea el número AB partes del número r, y otro 

(número) AE las mismas partes de otro Z. 

Digo que también, por alternancia, las 

partes o parte que AB es de AE, las mis- 

mas partes o la misma parte es también T 

a |o dez. 

Pues como las partes que AB es de r, 

A 2 las mismas partes es AE de Z, entonces, 

Ple: cuantas partes de r hay en AB, tantas par- 

H tes (habrá) también en aE de z. Divídase 

AB en las partes de r, a saber: AH, HB, y 

B E AE en las partes de z, a saber: 40, OE; 

entonces la cantidad de los (números) AH, 

HB será igual a la cantidad de los (números) 48, OE. Ahora 

bien, puesto que la parte que AH es de r, la misma parte es 

también 4e de z, también, por alternancia, la parte o partes 

que AH es de A9, la misma parte o las mismas partes es 

también r de z [VII, 9]. Por lo mismo entonces, la parte o 

partes que HB es de €E, la misma parte o las mismas partes 

es también r de z; de modo que asimismo [la parte o partes 

33 Si4 = IR. C = (I'n) D. A = (mín) C, entonces: B = (m/n) D. 
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que AH es de ae, la misma parte o las mismas partes es 

también HB de 8E; por tanto la parte o partes que AH es de 

ae, la misma parte o las mismas partes es también AB de AE; 

pero se ha demostrado que la parte o partes que AH es de 49, 

la misma parte o las mismas partes es r de Z, y entonces] las 

partes o parte que es AB de AE, las mismas partes o parte es 

también r de z [VII 5, 6]. Q. E. D.*. 

Proposición 11 

Si como un todo es a un todo, así es un número restado 

a un (número) restado, también el resto será al resto como 

el todo al todo. 

Como el todo AB es al todo ra, sea así el (número) resta- 

do AE al (número) restado IZ. 

Digo que también el resto EB es al resto Za como el todo 

AB es al todo Fa. 
Puesto que, como AB es a Fa, así AE a FZ, entonces la 

parte o partes que AB es de ra, la misma parte o las mismas 

partes es AE de rz [VII, Def. 21]. Luego el resto EB es la 

misma parte o partes de Za que AB de ra [VII, 7, 8]. 

A E B 
Daaa n a — 

ro A 

Por consiguiente, como EB es a Za, así AB a rA [VII, Def. 

21]. Q. E. D.?. 

89 Heiberg, sobre la base del ms. P, concluye que el texto entre corche- 

tes es una interpolación atribuible a Teón por figurar en el margen en este 

importante manuscrito y aparecer escrito por una mano posterior. 

% Euclides asume en las proposiciones 11-13 que el primer número es 

menor que el segundo o que el segundo y el tercero. Las figuras de estas 
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PROPOSICIÓN 12 

Si unos números, tantos como se quiera, fueren propor- 

cionales, como uno de los antecedentes es a uno de los con- 

secuentes, así todos los antecedentes serán a todos los con- 

secuentes. 

Sean A, B, T, A tantos números como se quiera en pro- 

porción, (es decir que) como A €s a B, 

así r es a A. 

Digo que como a es a B, así A, T 

a B, A. 

á Pues, dado que, como A es a B, así T 

B |r a a, entonces, la parte o partes que A es 

A de B, la misma parte o partes es también 

r de a [VII, Def. 21]. Luego la suma de 

ambos A, r es la misma parte o las 

mismas partes de la suma de ambos B, A que A de B [VII, 

5, 61. 

proposiciones son inconsistentes con esta suposición. Si los hechos con- 

cuerdan con las figuras hay que tener en cuenta otras posibilidades que se 

encuentran en la definición 21 de este libro, a saber: que el primer número 

puede ser también un múltiplo más una parte o partes de cada número con 

el que se compara. Así pues, habría que tomar en consideración diferentes 

casos. 

Por lo demás, esta proposición se corresponde con V 19, que se aplica 

a magnitudes. El enunciado es prácticamente el mismo cambiando mége- 

thos «magnitud» por arithmós «número». La prueba es una combinación 

de VII, Def. 21, y los resultados de VII 7-8, y el lenguaje de las propor- 

ciones se adapta al de los números y fracciones mediante la definición 21 

del libro VIH. 

LIBRO VII 135 

Por consiguiente, como A es a B, asi a, T a B, a [VII, Def. 

21]. Q. E. D.”. 

PROPOSICIÓN 13 

Si cuatro números son proporcionales, también por al- 

ternancia serán proporcionales. 

Sean A, B, T, a cuatro números proporcionales (es decir, 

que) como A es a B, asíTaa. 

Digo que también por alternancia, 

serán proporcionales (es decir, que) como 

A es aT, así Ba A. 

Puesto que, como A €s a B, así r a ô, 

entonces la parte o partes que A es de B, la 

misma parte o las mismas partes es t 

también r de a [VII, Def. 21]. Luego, por 

alternancia, la parte o partes que A ès de r, 

la misma parte o las mismas partes es 

también B de a [VII, 10]. 

Por consiguiente, como A es ar, así Ba A [VII, Def. 21]. 

Q.E.D.?. 

A 

—> 

91 Esta proposición se corresponde con V 12, y, como en el caso de la 

anterior, el enunciado es prácticamente el mismo sustituyendo «magnitud» 

por «número». La prueba combina, a su vez, la definición VII 21, y los re- 

sultados de VII 5-6, que se declaran verdaderos para cualquier cantidad de 

números y no sólo para dos como en los enunciados de VII 5-6. 

% Sia:b::c:d, entonces, por alternancia: a : ¢ :: b : d. 

La proposición se corresponde con V 16, y la prueba conecta VII, Def. 

21, con el resultado de VII 10. 
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PROPOSICIÓN 14 

Si hay unos números, tantos como se quiera, y otros 

iguales a ellos en cantidad que, tomados de dos en dos, 

guardan la misma razón, también, por igualdad, guardarán 

la misma razón. - 

Sean A, B, r tantos números como se quiera y A, E, Z 

otros iguales a ellos en cantidad que, tomados de dos en 

dos, guardan la misma razón, (es decir que) como A es a B, 

así A a E, y como Besar, así E a Z. 

A A a 
A — ms k_M 

B E 
MA AAA AA AXÁ A -— 

r z 

Digo que también, por igualdad, como A es a T, así 

Aaz. 

Puesto que, como A es a B, así A a E, entonces, por alter- 

nancia, como a es aa, así Ba E (VII, 13]. Así mismo, dado 

que como Besar, así E a Z, entonces, por alternancia, como 

B es a E, asi F az (VII 13]. Pero, como B es a E, asiAaa; 

por tanto, como A es a A, así también r a z; luego, por alter- 

nancia, como A es a T, asi A a Z (VII, 13]. Q. E. D. 2 

» Sia:b::d:eyb:c::e:/f, entonces, por igualdad: a:c::d:
f 

Y lo mismo es verdad sin que importe cuántos sean los sucesivos nú- 

meros relacionados. Este método no puede usarse para la proposición co- 

rrespondiente de magnitudes (V 22); porque sólo probaria V 22 para seis 

magnitudes homogéneas, y las magnitudes de V 22 no están sujetas a di- 

cha limitación. 
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PROPOSICIÓN 15 

Si una unidad mide a un número cualquiera, y un se- 

gundo número mide el mismo número de veces a otro núme- 

ro cualquiera, por alternancia, la unidad medirá también al 

tercer número el mismo número de veces que el segundo al 

cuarto. 

Pues mida la unidad A a un número cualquiera Br, y 

mida un segundo número, A, a otro número cualquiera EZ el 

mismo número de veces. 

Digo que, por alternancia, la unidad A mide también al 

número A el mismo número de veces que Br a EZ. 

A B H e r 
kea _ Q_KÁ_ÁKÁOÁXxNAA A | 

A 
A, 

E K A z 

Pues como la unidad A mide al número Br el mismo nú- 

mero de veces que A a EZ, entonces, cuantas unidades hay 

en Br, tantos números hay en EZ iguales a A. Dividase Br en 

sus unidades BH, H8, er, y EZ en los (números) EK, KA, AZ 

iguales a a. Entonces la cantidad de las (unidades) BH, HƏ, 

er será igual a la cantidad de los (números) EK, KA, AZ. 
Ahora bien, puesto que las unidades BH, HƏ, er son 

iguales entre sí, y los números EK, KA, AZ son también igua- 

les entre sí, mientras que la cantidad de las unidades BH, He, 

er, es igual a la cantidad de los números EK, KA, AZ, enton- 

ces, como la unidad BH es al número EK, así la unidad He 

será al número KA y la unidad er al número Az. Así pues, 
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como uno de los antecedentes es a uno de los consecuentes, 

así serán todos los antecedentes a todos los consecuentes 

[VIL 12]; por tanto, como la unidad BH es al número EK, así 

Br es a Ez. Pero la unidad BH es igual a la unidad a, y el nú- 

mero EK es igual al número A. Luego, como la unidad A es 

al número A, así BT es a EZ. 
> 

Por consiguiente, la unidad A mide al número A el mis- 

mo número de veces que BT a EZ. Q. E. p.%. 

PROPOSICIÓN 16 

Si dos números, al multiplicarse entre sí, hacen ciertos 

(números), los (números) resultantes serán iguales entre 

sí’. 

Sean A, B los dos números, y A, al multiplicar a B, haga 

el (número) r, y B, al multiplicar a a, haga el (número) a. 

Digo que r es igual a A. 

Dado que A, al multiplicar a B ha hecho el (número) T, 

entonces B mide a r según las unidades de a. Pero la unidad 

—— A 

NB 

AA 

AAA 

HE 

E mide también al número A según sus unidades; entonces la 

unidad E mide al número A el mismo número de veces que B 

% Esta proposición puede considerarse un caso particular de Vil 9. 

95 Hoi genómenoi ex autôn «los números resultantes a partir de ellos». 

Esta expresión es la utilizada normalmente para el resultado de multipli- 

caciones. En este caso las palabras ex autón resultan ambiguas, se refieren 

PP + 
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a r. Entonces, por alternancia, la unidad E mide al número B 

el mismo número de veces que a a r [VII, 15]. Puesto que B, 

al multiplicar a a, ha hecho a su vez el (número) a, entonces 

A mide a a según las unidades de B. Pero la unidad E mide 

también a B según sus unidades; entonces la unidad E mide 

al número B el mismo número de veces que A a a. Pero la 

unidad E medía al número B el mismo número de veces que 

A a r; por tanto, a mide el mismo número de veces a cada 

uno de los (números) T, A. 

Por consiguiente, r es igual a a. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 17 

Si un número, al multiplicar a dos números, hace cier- 

tos (números), los (números) resultantes guardarán la mis- 

ma razón que los multiplicados. 

Pues haga el número A, al multiplicar a los números B, F, 

los (números) 4, E. 

Digo que como Bes a 1, así A AE. 

Pues dado que A, al multiplicar a B, ha hecho el (nú- 

-—— A r_n 

B mm EA, PAS 

A 

mero) a, entonces B mide a A según las unidades de A. Pero 

la unidad z también mide al número A según sus unidades; 

a los números inicialmente dados. Creo que suprimirlas es la mejor mane- 

ra de deshacer la ambigiledad. 

Por otra parte, la proposición prueba que el orden de factores no altera 

el producto. 
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entonces la unidad Z mide a A el mismo número de veces 

que Ba a. Por tanto, como la unidad Z es al número A, así B 

es a a [VII, Def. 21]. Por lo mismo, como la unidad Z es al 

número A, así también r a E; luego, como Bes a A, así r 

esaE. 

Por consiguiente, por alternancia, como B es a F, así A 

a E [VII, 13]. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 18 

Si dos números, al multiplicar a un número cualquiera, 

hacen ciertos (números), los resultantes guardarán la mis- 

ma razón que los multiplicados. 

Pues hagan los dos números A, B, al multiplicar a un nú- 

mero cualquiera, r, los (números) A, E. 

Digo que, como A es a B, así A a E. 

Pues, dado que A, al multiplicar a r, ha hecho el (nú- 

mero) A, entonces r, al multiplicar a A, también ha hecho el 

número a [VII, 16]. Por lo mismo, también r, al multiplicar 

a B, ha hecho el número E. Entonces el número r, al multi- 

plicar a los dos números A, B, ha hecho los (números) A, E. 

Por consiguiente, como A es a B, asi A a E [VII, 17). 

Q. E. D. 
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Proposición 19 

Si cuatro números son proporcionales, el producto% del 

primero y el cuarto será igual al del segundo y el tercero; y 

si el producto del primero y el cuarto es igual al producto 

del segundo y el tercero, los cuatro números serán propor- 

cionales. 

Sean A, B, T, à cuatro números proporcionales (tales 

que) como A es a B, así r a a; y a, al multiplicar a a, haga el 

(número) E, y B, al multiplicar a r, haga el (número) Z. 

Digo que E es igual a Z. 

H 

Pues A, al multiplicar a r, haga el (número) H. 

Así pues, dado que A, al multiplicar a r, ha hecho el 

(número) H, y, al multiplicar a a, ha hecho el (número) E, 

% A partir de aquí traduzco por «producto» la expresión griega utiliza- 

da comúnmente para el resultado de la multiplicación ho genómenos ek... 

«el (número) resultante (o producido) a partir de». 
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entonces, el número a, al multiplicar a los dos números T, A, 

ha hecho los (números) H, E. Luego, como r es a A, asi H es 

a E [VII, 17]. Pero como r es a A, así A es a B, entonces, 

como A es a B, así también H es a E. Puesto que a, al multi- 

plicar a r, ha hecho a su vez el (número) H, mientras que B, 

al multiplicar a r, ha hecho el (número) Z; entonces, los dos 

números A, B, al multiplicar a cierto número, T, han hecho 

los (números) H, Z. 

Por tanto, como A es a B, así H a Z [VII, 18]. Pero, como 

A es a B, así H a E; entonces, como H €s a E, así también H 

a z. Por tanto, H guarda la misma razón con cada uno de los 

(números) E, Z. Luego E es igual a z [V, 9]. 

Sea E ahora igual a Z. 
Digo que, como A es a B, así T a A. 

Pues, siguiendo la misma construcción, dado que E es 

igual a Z, entonces, como H €s a E, así H a Z [V, 7]. Pero 

como H es a E, así r a A [VII, 17), mientras que, como H es a 

Z, así A a B [VII, 18]. 

Por consiguiente, como A es a B, así también r a a. 

Q. E. D.”. 

PROPOSICIÓN 20 

Los números menores de aquellos que guardan la mis- 

ma razón que ellos miden a los que guardan la misma razón 

9 Heiberg relega al apéndice una proposición que aparece en los mss. 

V, p, en el sentido de que, si tres números son proporcionales, el producto 

de los extremos es igual al cuadrado del medio, y viceversa. No aparece 

en la primera mano de P; B la tiene en el margen y Campano la omite. Al- 

Nayrizi cita la proposición sobre tres números proporcionales como una 

observación a VII 19 debida probablemente a Herón. 
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el mismo número de veces, el mayor al mayor y el menor al 

menor. 

Pues sean Fa, EZ los números menores de aquellos que 

guardan la misma razón que A, B. 

Digo que ra mide a A el mismo número de veces que 

EZaB. 

Porque Tra no es partes de A, pues, si r 

fuera posible, sea así; entonces EZ es las n e 
mismas partes de B que ra de a [VII, 13 B H 

y Def. 21]. Luego, cuantas partes hay A z 

en r4 de a, tantas partes hay en EZ de B. 

Dividase ra en las partes rH, HA de A, y a 

EZ en las partes E9, Əz de B; entonces la 

cantidad de los (números) TH, Ha será 

igual a la cantidad de los (números) E8, 

ez. Ahora bien, puesto que los números rH, HA son iguales 

entre sí y los números E8, Əz son también iguales entre sí, 

mientras que la cantidad de los (números) TH, HA es igual a 

la cantidad se los (números) E9, ƏZ, entonces, como TH es a 

E9, así HA a 8Z. Por tanto, como uno de los antecedentes es 

a uno de los consecuentes, así todos los antecedentes serán a 

todos los consecuentes [VII, 12]. Luego, como TH es a E8, 

así PA a EZ; por tanto, TH, ES guardan la misma razón que 

TA, EZ, siendo menores que ellos; lo cual es imposible: 

porque se ha supuesto que r4, EZ son ¡os menores de los que 

guardan la misma razón que ellos. Luego ra no es partes de 
A; entonces es parte (de a) [VII, 4]. Y Ez es la misma parte 

de B que ra de A [VII, 13 y Def. 21]. 
Por consiguiente, TA mide a A el mismo número de ve- 

ces que EZ a B. Q. E. D.*%. 

2% Aqui Heiberg omite una proposición que sin duda es una interpola- 

ción de Teón (B, V, p la tienen como VII 22, pero P la presenta en el 
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PROPOSICIÓN 21 

Los números primos entre si son los menores de aque- 

llos que guardan la misma razón que ellos. 

Sean A, R números primos entre si. 

Digo que A, B son los menores de aquellos que guardan 

la misma razón que ellos. 

Pues, si no, habrá algunos números 

menores que A, B que guarden la misma 

B| razón que A, B. Sean T, A. 

A Así pues, como los números menores 

de los que guardan la misma razón miden a 

los que guardan la misma razón el mismo 

número de veces, el mayor al mayor y el 

| menor al menor, €s decir, el antecedente al 

21 E antecedente y el consecuente al con- 

secuente [VII, 20], entonces T mide a A el 

mismo número de veces que AaB. 

Pues cuantas veces r mide a ^, tantas unidades habrá 

en E. Por tanto, A mide a B según las unidades de E. Pero, 

puesto que T mide a a según las unidades de E, entonces E 

mide a a según las unidades de r [VII, 16]. Luego, por lo 

mismo, E mide también a B según las unidades de a [VIL, 

16]. Entonces E mide a A, B que son primos entre si. Lo cual 

es imposible [VII, Def. 13]. Luego no habrá algunos núme- 

ros menores que A, B que guarden la misma razón con A, B. 

margen y en la última mano; Campano la omite también). Prueba, para 

números, la proporción perturbada: 

Sia:b::e:fy b:c: d:e entoncesa: c: d: f. 

e ea pe mm g aa aa e  m 
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Por consiguiente, A, B son los menores de aquellos que guar- 

dan la misma razón que ellos. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 22 

Los números menores de aquellos que guardan la mis- 

ma razón que ellos son primos entre sí. 

Sean A, B los números menores de aquellos que guardan 

la misma razón que ellos. 

Digo que A, B son primos entre si. 

Pues, si no son primos entre sí, algún número los medi- 

rá. Midalos (un número) y sea r. — a— 727" 

Y, cuantas veces mide r a A, tantas 

unidades haya en A, y, cuantas ve- 

ces r mide a B, tantas unidades ha- 

ya en E. 
AA 

Puesto que r mide a A según 

las unidades de A, entonces T, al 

multiplicar a a, ha hecho el (número) A [VII, Def. 16]. Por 

lo mismo, también r, al multiplicar a E, ha hecho el (nú- 

mero) B. Así pues, el número T, al multiplicar a los dos nú- 

meros a, E ha hecho los (números) A, B; por tanto, como A 

es a E, así A a B[VII, 17); entonces a, E guardan la misma 

razón que A, B, siendo menores que ellos, lo cual es imposi- 

ble. Luego ningún número medirá a los números A, B. 

Por consiguiente, A, B son primos entre sí. Q. E.D.”. 

B ||—Á———— A 

T ——— A 

E |Á 

9 Bepro Levi, Leyendo a Euclides, Rosario, 1947, pág. 208, dice que 

los enunciados de 20, 21 y 22, suponen implicitamente por lo menos uno 

de los siguientes hechos: existe un par de números mínimos entre los que 

guardan una misma razón; existe un par de números primos entre sí entre 

los pares que guardan la misma razón. Pues, aunque se admite como evi- 

191.-10 
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PROPOSICIÓN 23 

Si dos números son primos entre sí, el número que mide 

a uno de ellos será primo respecto al restante. 

Sean A, B dos números primos entre sí, y mida a A un 

número cualquiera r. 

Digo que también r, B son primos 

entre sí. 

Pues si r, B no son primos entre sí, 

algún número medirá a r, B. Mídalos y 

a sea A. Puesto que A mide a T, mientras 

| que r mide a a, entonces a mide también 

a A. Pero mide también a B; entonces A 

mide a A, B que son primos entre sí; lo 

cual es imposible [VIL, Def. 12]. Por tanto ningún número 

medirá a los números T, B. 

Por consiguiente, r, B son primos entre sí. Q. E. D. 

A B 

PROPOSICIÓN 24 

Si dos números son primos con respecto a otro numero, 

también su producto será primo con respecto al mismo (nú- 

mero). 

Sean los dos números A, B primos con respecto a un nu- 

mero T, y A, al multiplicar a B, haga A. 

dente la existencia de un mínimo en todo sistema de enteros, no es eviden- 

te la existencia de un par mínimo. 

LIBRO VII 147 

Digo que r, a son primos entre si. 

Pues si r, a no son primos entre si, algún número medirá 

a T, a. Midalos y sea E. Ahora 

bien, puesto que r, A son primos 

entre sí, y cierto número E mide a 

r, entonces A, E son primos entre 

B sí [VIL, 23]. Entonces, cuantas 

A veces E mide a a, tantas unidades 

E hay en Z; por tanto, Z mide tam- 

bién a A según las unidades de E 

A [VII, 16]. Luego E, al multiplicar a 

Z, ha hecho el número a (VII, Def. 

16]. Pero también A, al multiplicar a B, ha hecho el 
(número) a; asi pues, el (producto) de E, Z es igual al 

(producto) de a, B. Pero si el producto de los extremos es 

igual al producto de los medios, los cuatro números son 
proporcionales [VII, 19]. 

Entonces, como E es a A, así Bes a Z. Pero A, E son pri- 

mos (entre sí) y los primos son también los menores, y los 
números menores de los que guardan la misma razón que 
ellos miden a los que guardan la misma razón el mismo 
número de veces, el mayor al mayor y el menor al menor, es 
decir: el antecedente al antecedente y el consecuente al con- 
secuente [VII, 20]. Por tanto, E mide a B; pero también mide 
a T; luego E mide a B, r que son primos entre sí; lo cual es 
imposible [VII, Def. 13]. Por tanto ningún número medirá a 
los números F, A. 

Por consiguiente, r, A son primos entre sí. Q. E. D. 
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PROPOSICIÓN 25 

Si dos números son primos entre sí, el producto de uno 

de ellos (multiplicado por sí mismo) será primo con respec- 

to al restante '™. 

Sean A, B dos números primos entre sí, y A, al multipli- 

carse a sí mismo, haga T. 

Digo que B, F son primos entre sí. 

Hágase, pues, A igual a A. Puesto que A, 

B son primos entre sí, mientras que A es igual 

a A, entonces también A, B son primos entre 

sí. Así pues cada uno de los (números) A, A 

es primo con respecto a B; luego el producto 

de a, A será primo con respecto a B[VII, 24], pero el número 

producido a partir de A, A esT. 
Por consiguiente, T, B son primos entre sí. Q. E. D. 

r 

PROPOSICIÓN 26 

Si dos números son primos con respecto a dos números, 

uno y otro con cada uno de ellos, sus productos también 

serån primos entre si. 

190 Ho ek toú henòs autón genómenos, lit.: «el (número) producido por 

uno de ellos...» se refiere al producto de dicho número por sí mismo. Aña- 

do estas palabras entre paréntesis porque no aparecen en el texto griego. 

Por otra parte, la proposición es un caso particular de la precedente. 

A A A ¿A PS erae A A A E A amaa an A o ae 
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Pues sean A, B dos números primos ambos con respecto 

a cada uno de los dos números T, A, y A, al multiplicar a B, 

haga E, y r, al multiplicar a a, haga Z. 

Digo que E, Z son primos entre sí. 

Pues como cada uno de los (números) A, B son primos 

con respecto a r, entonces el producto de A, B también será 

NEAR A AMM 

B |a A aeee 

E 

z 

primo con respecto a r [VII, 24]. Pero el producto de A, Bes 

E; luego E, r son primos entre sí. Por lo mismo, A, E también 

son primos entre si. Entonces cada uno de los (números) T, A 

es primo con respecto a E. Por tanto, el producto de T, A será 

también primo con respecto a E [VII, 24]. Pero el producto 

de los (números) T, A es Z. 

Por consiguiente los números E, Z son primos entre sí. 

Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 27 

Si dos números son primos entre sí y al multiplicarse 

cada uno a sí mismo hace algún otro (número), sus produc- 

tos serán primos entre si, y si los números iniciales, al mul- 

tiplicar a los productos, hacen ciertos números, también 

ellos serán primos entre sí [y siempre sucede esto con los 

extremos] ™. 

10! Heiberg atetiza el final del enunciado porque ákroi sólo podría sig- 
nificar «los últimos productos» y porque no hay nada en la prueba que se 
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Sean A, B dos números primos entre sí, y A al multipli- 

carse a sí mismo haga el (número) r, y al multiplicar a r 

haga el (número) a; por otra parte, B al multiplicarse a sí 

mismo haga el (número) E, y al multiplicar a E haga el (nú- 

mero) Z. 

Digo quer, E y A, Z son primos entre sí. 

Pues como A, B son primos entre sí, y A al multiplicarse 

a sí mismo ha hecho el (número) T, 

entonces r, B son primos entre sí [VII, 

A 25]. Dado que, en efecto, T, B son pri- 
mos entre sí y B, al multiplicarse por sí 

A mismo, ha hecho el (número) E, enton- 

ces T, E son primos entre sí [VII, 25]. A 

T su vez, como A, B son primos entre sí y 

B al multiplicarse a sí mismo ha hecho 
el (número) E, entonces A, E sòn pri- 

mos entre sí [VII, 25]. Así pues, como 

los dos números A, r son primos ambos con respecto a cada 

uno de los dos números B, E, entonces el producto de A, T es 

también primo con respecto al (producto) de B, E [VII, 26]. 

Pero el (producto) de A, r es a, mientras que el (producto) 

de B, E es Z. 

Por consiguiente, A, Z son primos entre sí. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 28 

Si dos números son primos entre sí, su suma también 

será un (número) primo con respecto a cada uno de ellos; y 

si la suma de ambos es un (número) primo con respecto a 

corresponda con estas palabras. De hecho Campano las omite. Heiberg 

concluye que se trata de una interpolación anterior a Teón. 
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uno cualquiera de ellos, también los números iniciales se- 

rán primos entre sí. 

Súmense pues los dos números primos entre sí AB, BF. 

Digo que también la suma de 
LOA y 

ambos, Ar, es un (número) primo A B ro, 

con respecto a cada uno de los (nú- ——¿= 

meros) AB, BJ. 

Pues si TA, AB no son primos entre sí, algún número 

medirá a FA, AB. Mídalos y sea A. Así pues, como A mide a 

TA, AB, entonces medirá también al resto Br. Pero mide 

también a BA; entonces A mide a AB, Br que son primos entre 

sí; lo cual es imposible [VII, Def. 13]. Por tanto ningún nú- 

mero medirá a TA, AB; luego FA, AB son primos entre sí. Por 

lo mismo, Ar, rB son también primos entre sí. Entonces FA 

es primo con respecto a cada uno de los (números) AB, BT. 

Sean ahora FA, AB primos entre sí. 

Digo que AB, Br son también primos entre sí. 

Pues si AB, Br no son primos entre sí, algún número 

medirá a los (números) AB, Br. Midalos y sea a. Ahora bien, 

como A mide a cada uno de los (números) AB, Br, entonces 

medirá también al total ra. Pero mide también a AB; enton- 

ces a mide a los (números) TA, AB que son primos entre sí; 

lo cual es imposible [VII, Def. 13]. Luego ningún número 

medirá a los (números) AB, BF. 

Por consiguiente, AB, BT son primos entre si. Q. E. D. 

f 

E 

L 

| 
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PROPOSICIÓN 29 

Todo número primo es primo con respecto a todo (nú- 

mero) al que no mide. 

Sea A un número primo y no mida a B. 

Digo que B, a son primos entre sí. 

Pues si B, A no son primos entre sí, algún número los 

medirá. Midalos y sea r. Puesto 

que r mide a B, pero A no mide a 

B, entonces r no es el mismo (nú- 

nmr mero) que A. Y puesto que r mide 

a B, A, entonces mide también a A 

que es primo nc siendo el mismo (que r); lo cual es impo- 

sible; luego ningún número medirá a los (números) B, A. 

Por consiguiente, A, B son primos entre sí. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 30 

Si dos números, al multiplicarse entre sí, hacen algún 

(número) y algún número primo mide a su producto, tam- 

bién medirá a uno de los iniciales. 

Hagan, pues, los dos números A, B, al multiplicarse entre 

sí, el (número) r, y mida algún número primo, a, al (nú- 

mero) F. 

Digo que a mide a uno de los (números) A, B. 

Pues no mida a A; pero A es primo; entonces A, A SOn 

primos entre sí [VII, 29]. Ahora bien, cuantas veces mida A 
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a T, tantas unidades haya en E. Así pues, como A mide a r 

según las unidades de E, entonces A, al multiplicar a E, ha 

hecho el (número) r [VIL, Def. 16]. Pero, en efecto, A, al 

multiplicar a B, ha hecho también el 

(número) r; entonces el (producto) de 

A, E es igual al (producto) de A, BB 

Luego, como 4 es a A, así Ba E [VII, py, o, 

19]. Pero a, A son primos y los primos 

son también los menores (VII, 21], y 

los menores miden el mismo número 

de veces a los que guardan la misma 

razón, el mayor al mayor y el menor al menor, es decir el 

antecedente al antecedente y el consecuente al consecuente 

[VIL, 20]; así pues, a mide a B. De manera semejante 

demostraríamos que, si no mide a B, medirá a A. 

Por consiguiente, A mide a uno de los (números) A, B. 

Q. E. D. 

A 

PROPOSICIÓN 31 

Todo número compuesto es medido por algún número 

primo. 

Sea A un número compuesto. 

Digo que A es medido por algún número primo. 

Pues como A es compuesto, algún 

número lo medirá. Midalo y sea B. 

Ahora bien, si B es primo se habria 

dado lo propuesto. Pero si es com- 

puesto, algún número lo medirá. Mí- 

dalo y sea r. Pues bien, como r mide a B y B mide a A, 

entonces.r mide también a A. Y si r es primo, se habría dado 

A A 

—————B 

—— Tr 
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lo propuesto. Pero si es compuesto, algún número lo medi- 

rá. Siguiendo así la investigación se hallará un número pri- 

mo, que lo medirá'”. Pues, si no se halla, una serie infinita 

de números medirán al número a, cada uno de los cuales es 

menor que otro; lo cual es imposible en el (caso de) los nú- 

meros. Luego se hallará un número primo que medirá al 

anterior a él mismo, que también medirá a A. 

Por consiguiente, todo número compuesto es medido 

por algún número primo. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 32 

Todo número o es primo o es medido por algún (nú- 

mero) primo. 

Sea A un número. 
Digo que a o es primo o es medido por algún 

(número) primo. 

Pues si A es primo se habria dado lo 

propuesto, pero si es compuesto, algún número 

primo lo medirá (VII, 31]. 

Por consiguiente, todo número o es primo o 

es medido por algún (número) primo. Q. E. D. 

102 Se echan en falta en esta proposición las palabras «al anterior a él 

mismo que también medirá a A» que aparecen así unas lineas más abajo. 

Heiberg piensa que es posible que dichas palabras hayan desaparecido de 

P en este lugar, debido a un error de homeoteleuron, Por otro lado, relega 

al apéndice una prueba alternativa de esta proposición, cf. HEATH, ed. cit., 

pág. 333. 

E 

ATA A A UT A CR se ++ + 
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PROPOSICIÓN 33 

Dados tantos números como se quiera, hallar los meno- 

res de aquellos que guardan la misma razón que ellos. 

Sean A, B, r tantos números dados como se quiera. 

Así pues hay que hallar los menores de los que guardan 

la misma razón que A, B, r. 

Pues A, B, F o son primos entre sí o no. Si, en efecto, son 

primos entre sí, son los menores de los que guardan la mis- 
ma razón que ellos (VII, 21]. 

Pero si no, tómese la medida común máxima, A, de A, 

B, r; y, cuantas veces mida a a cada uno de los (números) A, 

Lp 
B a E 

r Z 

B, T, tantas unidades haya en cada uno de los (números) E, Z, 
H. Entonces, los números A, B, r miden respectivamente a 
los (números) E, Z, H, según las unidades de a (VIL, 16). 
Luego E, Z, H miden el mismo número de veces a A, B, T; 
por tanto, E, Z, H guardan la misma razón que A, B, r [VII, 
Def. 21]. 

Digo además que también son los menores. 
l Pues si E, Z, H no son los menores de los que guardan la 

misma razón que A, B, r, habrá unos números menores que 
E, Z, H que guarden la misma razón con A, B, T. Sean ©, K, A; 
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entonces z mide a A el mismo número de veces que K, A mi- 

den respectivamente a B, F. Ahora bien, cuantas veces O 

mide a A, tantas unidades haya en M; entonces K, A miden 

respectivamente a B, r según las unidades de M. Y puesto 

que € mide a A según las unidades de m, entonces M mide 

también a A según las unidades de e [VII, 16]. Por lo 

mismo, M mide a B, T según las unidades de K, A respecti- 

vamente; luego M mide a A, B, r. Y como € mide a A según 

las unidades de M, entonces 9, al multiplicar a M, ha hecho 

el (número) A [VII, Def. 16]. Por lo mismo, E al multiplicar 

a a ha hecho también el (número) A. Entonces el (producto) 

de E, a es igual al (producto) de €, M. Luego, como E es a 6, 

así mes a A[VII, 19]. Ahora bien, E es mayor que ©; enton- 

ces M es también mayor que a, y mide a los (números) a, B, 

r; lo cual es imposible: porque se ha supuesto que A es la 

medida común máxima de A, B, r Por tanto, no habrá nin- 

gún número menor que E, Z, H que guarde la misma razón 

que A, B, F. 

Par consiguiente, E, Z, H son los (números) menores de 

los que guardan la misma razón con A, B, T. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 34 

Dados dos números, hallar el menor número al que 

miden. 

Sean A, Blos dos números dados. 

Asi pues hay que hallar el menor número al que miden. 

Pues bien, A, B o son primos entre sí o no. En primer lu- 

gar sean A, B primos entre SÍ, y A al multiplicar a B haga el 

(número) r; entonces B al multiplicar a A ha hecho también 

el (número) r [VII, 16]. Entonces A, B miden ar. 
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Digo además que también es el menor (número al que 

miden). 

Pues, si no, A, B medirán a algún número que sea menor 

que r. Midan a a. Y cuantas veces A mide a A, tantas unida- 

des haya en E, y, cuantas veces B mide a A, tantas unidades 

haya en Z; entonces A, al multiplicar 

a E, ha hecho el (número) a, y B, al a= B 

multiplicar a Z, ha hecho el (número) 

A [VII, Def. 16]; entonces el (produc- 

to) de A, E es igual al (producto) de 

B, Z. Por tanto, como A es a B, asiza "TE "AZ 
E [VII, 19]; pero A, B son primos, y 

los primos son también los menores (VII, 21] y los menores 

miden a los que guardan la misma razón el mismo número 

de veces, el mayor al mayor y el menor al menor [VII, 20]; 

así pues, B mide a E, como el consecuente al consecuente. Y 

como A, al multiplicar a B, E, ha hecho los (números) T, A, 

entonces, como Bes a E, así r a a [VIL, 17]. Pero B mide a E; 

luego r mide también a A, el mayor al menor; lo cual es 

imposible. Por tanto, A, B no miden a algún número que sea 

menor que r. Luego r es el menor que es medido por A, B. 

Ahora, no sean A, B primos entre sí, y tómense los nú- 

meros menores Z, E de los que 

guardan la misma razón con A, B 

[VII 33]; entonces, el (producto) de ——=z me 

A, E es igual al (producto) de B, z 

[VIT 19]. Y haga a, al multiplicar a r 

E, el (número) r; entonces B, al mul- 

tiplicar a z, ha hecho también el (nú- ——H ə 

mero) T; así pues, A, B miden aT. 

Digo además que también es el menor (número al que 
miden). 

A B — a AAA 
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Pues, si no, a, B medirán a algún número que sea menor 

que r. Midan a A. Y cuantas veces A mide a a, tantas unida- 

des haya en H, y cuantas veces B mide a A, tantas unidades 

haya en e. Entonces, A al multiplicar a H ha hecho el 

número A, y B al multiplicar a Ə ha hecho el número a. Asi 

pues, el (producto) de A, H es igual al (producto) de B, ©; 

luego, como A es a B, así e a H [VII, 19]. Pero como A es a 

B, así Z a E. Por tanto, también, como Z es a E, así € a H. 

Pero z, E son los menores, y los menores miden a los que 

guardan la misma razón el mismo número de veces, el 

mayor al mayor y el menor al menor [VII, 20]. Entonces, E 

mide a H. Y como A, al multiplicar a E, ha hecho los 

números T, A, entonces, como E es a H, así r a A (VII, 17]. 

Pero E mide a H; luego r también mide a a, el mayor al 

menor; lo cual es imposible. Por tanto, A, B no miden a al- 

gún número que sea menor que r. 

Por consiguiente, r es el número menor que es medido 

por A, B. Q. E. D.!%, 

Proposición 35 

Si dos números miden a algún número, el (número) me- 

nor medido por ellos también medirá al mismo (número). 

Pues midan dos números A, Ba un número FA y sea E el 

menor (al que miden). 

à a Digo que E mide también a Fa. 

INF A Pues si E no mide a ra, deje E, al 

——tE medir a Az, al número menor que sí 

mismo rz. Y como A, B miden a E y 

E mide a AZ, entonces, A, B medirán también a az. Pero 

103 Se trata del procedimiento para hallar el mínimo común múltiplo 

de dos números. 
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miden también al total ra; luego, medirán también a rz que 
es menor que E; lo cual es imposible. Por tanto, no es el ca- 
so de que E no mida a Fa; por consiguiente lo mide. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 36 

Dados tres números, hallar el número menor al que mi- 
den. 

Sean A, B, F tres números dados. 

Así pues, hay que hallar el número menor al que miden. 
Tómese, pues, a, el (número) 

menor que es medido por los dos "——A 
(números) A, B [VII, 34]. Entonces r 

o mide a 4 o no lo mide. En primer 
lugar, midalo. Pero a, B miden tam- , a 
bién a a; entonces A, B, r midena a. 4 

Digo además que también es el 
menor (al que miden). 

Pues, si no, A, B, r medirán a un número que sea menor 
que a. Midan a E. Como A, B, r miden a E, entonces A, B 
también miden a E. Así pues, el menor (número) medido por 
A, B también medirá (a E] [VII, 35]. Pero el menor (número) 
medido por A, B es a; entonces, a medirá a E, el mayor al 
menor; lo cual es imposible. Luego, A, B, r no medirán a 
algún número que sea menor que a; por tanto, a es el nú- 
mero menor que A, B, r miden. 

Ahora, por el contrario, no mida r a a, y tómese E, el 
menor número medido por r, a [VII, 34]. Como A, B miden 
a A, pero a mide a E, entonces, A, B miden también a E. Pero 
r mide también [a E]; entonces a, B, r miden también [a E]. 

Digo además que es el menor (número al que miden). 

i 

| 
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Pues, si no, A, B, r medirán a algún (número) que sea 

menor que E. Midan a z. Como A, B, T miden a Z, entonces 

AAA TA EAN —_— 

A, B miden también a Z; luego el menor (número) medido 

por A, B medirá a Z [VII, 35]. 

Pero el menor (número) medido por A, Bes A; entonces, 

A mide a Z. Pero r también mide a Z; por tanto, a, r mide a 

Zz; de modo que el menor (número) medido por A, F también 

medirá a Z. Pero el menor (número) medido por f, A es E. 

Entonces E mide a Z, el mayor al menor; lo cual es imposi- 

ble. Por tanto, A, B, r no medirán a un número que sea me- 

nor que E. 

Por consiguiente, E es el menor que es medido por 

A, B, F. Q. E. D, !%, 

PROPOSICIÓN 37 

Si un número es medido por algún número, el (número) 

medido tendrá una parte homónima del (número) que lo 

mide. 

Sea medido, pues, A por algún número B. 

Digo que a tiene una parte homónima de B. 

Pues cuantas veces B mide a A, tantas unidades haya en 

r. Como B mide a a según las unidades de r, y la unidad a 

mide al núraero T según sus propias unidades, entonces, la 

104 El método de Euclides para hallar el m. c. m. de tres números nos 

es familiar. Primero se halla el m. c. m. de a. b, sea d; y después se halla el 

m.c m dedye 
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unidad A mide al número r el mismo número de veces que B 

a A. Así pues, por alternancia, la unidad A mide al número B 
el mismo número de veces quer a 
A [VIL, 15]; entonces la parte que 

la unidad A es del número B, la 

misma parte es también r de a. =~~" 

Pero la unidad A es una parte del -——a 

número B homónima de él; enton- 

ces r es también una parte de A homónima de B. De modo 

que A tiene una parte r que es homónima de B. Q. E. D. 195, 

PROPOSICIÓN 38 

Si un número tiene una parte cualquiera, será medido 

por un número homónimo de la parte. 

Tenga, pues, el número A una parte cualquiera B, y sea F 

homónimo de la parte B. 

Digo que r mide a A. 

Pues como B es una parte de A homónima de r, y la uni- 

dad A es una parte de r homónima de él, entonces la par- 

te que la unidad a es del número r, 

la misma parte es también B de A; 

entonces la unidad A mide al nú- 

mero r el mismo número de veces  "————= 

que Ba A. Así pues, por alternan- 

cia, la unidad A mide al número B 

el mismo número de veces que ra a [VII, 15]. 

Por consiguiente, r mide a A. Q. E. D. 

105 El texto del enunciado precisa de una explicación. Por ejemplo, si 3 
mide a A, es decir: Si 4 = 3m = (3+3+...3), la proposición afirma que hay 
un número que es un tercio de 4. 

Si 8 mide a a, existe un número que es la 2%” parte de 4. 

191.11 
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PROPOSICIÓN 39 

Hallar un número que sea el menor que tenga unas 

partes dadas. 

Sean las partes dadas A, B, T. 

Así pues, hay que hallar un número que sea el menor 

que tenga las partes A, B, T. 

Pues sean A, E, Z números homónimos de las partes A, B, 

Tr; y tómese H, el menor (número) medido por A, E, Z 

[VIIL 36]. 

Entonces, H tiene partes homónimas de 4, E, Z [VIL 37). 

ara B r Pero A, B, T son partes homónimas 

de A, E, Z, T; entonces tiene las 

partes A, B, T. 

LAA Digo además que es también el 

AE 

A Menor. 
Pues, si no, habrá un número 

menor que H que tenga las partes A, 

B, T. Sea €. Puesto que e tiene las partes A, B, T, entonces € 

será medido por los números homónimos de las partes A, B, 

r [VII, 38]. Pero a, E, Z son números homónimos de las 

partes A, B, r; entonces € es medido por los (números) A, E, 

Zz. Y es menor que H; lo cual es imposible. 

Por consiguiente, no habrá ningún número menor que H 

que tenga las partes A, B, T. Q. E. D. 

€ ———_———_——— 

LIBRO OCTAVO 

PROPOSICIÓN 1 

Si tantos números como se quiera son continuamente '% 

proporcionales y sus extremos son primos entre sí, son los 

menores de aquellos que guardan la misma razón que ellos. 

Sean A, B, T, A tantos números como se quiera continua- 

mente proporcionales, y sean primos entre sí sus extremos 

A, A. 

Digo que A, B, T, a son los menores de los que guardan 

la misma razón que ellos. 

Pues, si no, sean E, Z, H, € menores que A, B, T, A, guar- 

dando la misma razón que ellos. Y puesto que A, B, T, A 

A Pg — E 

guardan la misma razón que E, Z, H, € y la cantidad de los 

(números) A, B, T, A es igual a la cantidad de los (números) 

106 . n; : ; 0 
La expresión utilizada aquí es hexés andiogon. Se trata de lo que 

nosotros llamariamos «progresión geométrica». 

— : ; , q 
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E, Z, H, €, entonces, por igualdad, como A es a a, E a 8 [VII, 

14]. Pero A, A son primos, y los primos son los menores 

[VIL, 21], y los números menores miden a los que guardan 

la misma razón que ellos el mismo número de veces, el ma- 

yor al mayor y el menor al menor, es decir: el antecedente al 

antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20]. En- 

tonces, A mide a E, el mayor al menor; lo cual es imposible. 

Luego, E, Z, H, ©, que son menores que A, B, T, A no guardan 

la misma razón que ellos. Por consiguiente, A, B, T, A son los 

menores de aquellos que guardan la misma razón que ellos. 

Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 2 

Hallar tantos números como uno proponga continua- 

mente proporcionales, los menores en una razón dada. 

Sea la razón de a a B la razón dada en sus menores nú- 

meros. 

Así pues, hay que hallar tantos números como uno pro- 

ponga continuamente proporcionales, los menores en la ra- 

zón de A a B. 

Sean cuatro los propuestos, y A, al multiplicarse por sí 

mismo, haga el (número) r, y al multiplicar a B, haga el 

(número) a, y además B, al multiplicarse por si mismo, haga 

el número E y además A, al multiplicar a r, a, E, haga 

los (números) Z, H, ©, y B, al multiplicar a E, haga el (nú- 

mero) K. 

Y puesto que a, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho 

el (número) r y, al multiplicar a B, ha hecho el (número) A, 

entonces, como A es a B, asi r a A [VIL, 17]. Puesto que A, al 

A A A a m a + 
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multiplicar a B, ha hecho a su vez el (número) A, mientras 

que B, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) 

E, entonces, cada uno de los (números) A, B, al multiplicar a 

B, han hecho los (números) A, E respectivamente. Por tanto, 

como A esa B, así A a E[VII, 18]. Pero como es a B, r es a 

å; entonces también como r es a A, A es a E. Y puesto que A, 

al multiplicar a r, a, ha hecho los (números) Z, H, entonces, 

como r es a A, Z es a H [VII, 17]. Pero como r es a A, así A 

era a B; luego también como A es a B, Z es a H. Puesto que A, 

al multiplicar a a, E, ha hecho a su vez (los números) H, ©, 

entonces, como A es a E, H es a 8 [VH, 17]. Pero como a es 

a E, A es a B. Por tanto, también como A es a B, así Ha e. Y 

puesto que A, B, al multiplicar a E han hecho los (números) 

e, K, entonces, como a es a B, asi e a K [VII, 18]. Pero como 

A es a B, así Z a H, y H a 8. Por tanto, también, como Z es a 

H, así H a © y 8 a K; luego T, A, E y Z, H, €, K son proporcio- 

nales en la razón de A a B. 

Digo además que también son los menores. Pues como 

A, B son los menores de los que guardan la misma razón que 

ellos, y los menores de los que guardan la misma razón son 

primos entre sí [VII, 22], entonces A, B son primos entre sí. 

Y cada uno de los (números) A, B, al multiplicarse por sí 

mismo, ha hecho los números r, E respectivamente, mien- 
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tras que, al multiplicar a los (números) r, E, ha hecho los 

(números) Z, K respectivamente; entonces T, E y Z, K son 

primos entre sí [VII, 27]. Pero si tantos números como se 

quiera son continuamente proporcionales y sus extremos 

son primos entre sí, son los menores de los que guardan la 

misma razón que ellos (VIII, 1]. 

Por consiguiente, T, A, E y Z, H, 8, K son los menores de 

los que guardan la misma razón que A, B. Q. E. D. 

Porisma: 

A partir de esto queda claro que si tres números conti- 

nuamente proporcionales son los menores de los que guar- 

dan la misma razón con ellos, sus extremos son cuadrados 

y, si son cuatro, cubos. 

PROPOSICIÓN 3 

Si tantos números como se quiera continuamente pro- 

porcionales son los menores de los que guardan la misma 

razón que ellos, sus extremos son primos entre sí. 

Sean A, B, T, A tantos números como se quiera continua- 

mente proporcionales y los menores de los que guardan la 

misma razón que ellos. 

Digo que sus extremos, A, A, son primos entre sí. 

Tómense, pues, dos números E, Z los menores en la ra- 

zón de A, B, T, A [VII 33], y otros tres H, 8, K, y así sucesi- 

vamente aumentando la serie de uno en uno (VIII, 2] hasta 

que la cantidad (de números) tomada resulte igual a la can- 

tidad de los (números) A, B, r, A. Tómense y Sean A, M, N, E. 

Y puesto que E, z son los menores de los que guardan la 

misma razón que ellos, son primos entre sí [VII, 22]. Ahora 

LIBRO VIII 167 

bien, como cada uno de los (números) E, Z, al multiplicarse 
por sí mismo, ha hecho los (números) H, K, respectivamente, 
mientras que al multiplicar a H, K, ha hecho los números A, 

oon A 1B paenan snarpi $ 
e. ui CA 

¿_ E _ _--A A es 

PRIHzÁ/]> AA E -qEo > EX o, 

a ki 

1H ———— + Y 

A E 

E respectivamente, entonces, H, K y A, z son primos entre sí 
[VIL, 27]. Y como a, B, T, A son los menores de los que 
guardan la misma razón con ellos, pero A, M, N, z son tam- 
bién los menores que guardan la misma razón con A, B, T, A 
y la cantidad de los (números) A, B, T, A es igual a la canti- 
dad de los (números) A, M, N, 2, entonces, los (números) A, 
B, T, A son iguales respectivamente a los (números) A, M, N, 
a por tanto, A es igual a A y 4 az. Pero A, z son primos en- 
e sí. 

Por consiguiente, A, A también son primos entre sí. 
Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 4 

l Dadas tantas razones como se quiera en sus menores 
números, hallar los números continuamente proporcionales 
menores en las razones dadas. 

Sean las razones dadas en sus menores números la de A 
a By la der a a y además la de E a Z. 

L 

F f 

r 

L 
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Así pues, hay que hallar los números continuamente 

proporcionales menores en la razón de A a B, en ladera Ay 

en la de E a Z. 

Pues tómese H, el menor número medido por B, r [VII, 

34]. Y cuantas veces B mide a H, tantas mida también A a O, 

A 

A B——— 

T |——— AAA 

E ——_——_—_ 
Y 

N ——+ Hr ———_ A 

E AAA O ii 

y »ytIAáA> 

y cuantas veces r mide a H, tantas mida también A a K. Aho- 

ra bien, E o mide a K o no lo mide. En primer lugar, midalo. 

Y cuantas veces E mide a K, tantas mida también za A. Y 

como A mide a e el mismo número de veces que B a H, €n- 

tonces como A es a B, así € a H [VII, Def. 21 y VII, 13]. Por 

lo mismo, también como r es a a, asi H a K, y además, como 

E es a Z, así K a a; por tanto, ©, H, K, A SON continuamente 

proporcionales en la razón de a a By también en la de r a 4 

y además en la de E a Z. 

Digo además qve también son los menores (con esta 

propiedad). 

Pues si ©, H, K, A no son los (números) continuamente 

proporcionales menores en las razones de A a B, dera A y 

de E a Z, séanlo entonces N, E, M, O. Ahora bien, puesto que 

como A es a B, así N a Z, mientras que A, B son los menores y 

los menores miden a los que guardan la misma razón que 

ellos el mismo número de veces el mayor al mayor y el me- 
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nor al menor, es decir: el antecedente al antecedente y el 

consecuente al consecuente, entonces B mide a = [VII, 20]: 

por lo mismo, r también mide a Z; por tanto, B, T miden a 3; 

luego el menor medido por B, r medirá también a = [VII 

35]; pero H es el menor medido por B, T: entonces H mide a 

z, el mayor al menor; lo cual es imposible. Así pues, no ha- 

brá algunos números menores que 9, H, K, A que estén con- 

A 4 AAA EA 

B —— p PA A] 

H eeaeee o 1m 

ii 
m 

M 1 ————— 
P m 

g—- aaea IÁ 

N MMMM j TA 

po > 

tinuamente en la razón de A a B, ni en la de r a a, ni tampo- 

co en la de E a Z. 

Ahora no mida E a K. Y tómese M, el menor número me- 

dido por E, K. Y cuantas veces K mide a M, tantas veces 

mida €, H a N, = respectivamente y cuantas veces E mide a 

M, tantas mida también Z a O. Como e mide a N el mismo 

número de veces que H a £, entonces como 6 es a H, así Na 

z [VII, 13 y def. 21]. Pero como € es a H, así A a B. Enton- 

ces como A es a B, así N a z. Por lo mismo, también como r 

es a A, así Z a M. A su vez, como E mide a M el mismo nú- 

mero de veces que Z a O, entonces, como E €s a Z, asiMao 

[VIIL 13, y Def. 21]; por tanto, N, E, M, O son continuamente 

proporcionales en las razones de A a B, de F a A y de E a Z. 

Bs a 
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Digo además que también son los menores en las razo- 

nes AB, TA, EZ. Pues, si no, habrá algunos números menores 

que N, z, M, O continuamente proporcionales en las razones 

AB, TA, EZ. Sean N, P, E, T. Y puesto que como I es a P, así A 

a B, mientras que A, B son los menores y los menores miden ` 

a los que guardan la misma razón que ellos el mismo núme- 

ro de veces, el antecedente al antecedente y el consecuente 

al consecuente [VII, 20], entonces B mide a P. Por lo mismo, 

r también mide a P, por tanto, B, r miden a P. Luego el me- 

nor medido por B, r medirá también a P. Pero H es el menor 

medido por B, r; entonces H mide a P. Y como H es a P, así K 

a z [VIL, 13]; entonces K mide a £. Pero también E mide a Z, 

luego E, K miden a z. Por tanto, el menor medido por E, K 

medirá a z. Pero el menor medido por E, K es M; luego M 

mide a £, el mayor al menor; lo cual es imposible. Entonces, 

no habrá algunos números menores que N, E, M, O continua- 

mente proporcionales en las razones de A a B, de r a a y de E 

az. 
Por consiguiente, N, £, M, O son los números continua- 

mente proporcionales menores en las razones AB, TA, EZ. 

Q. E. D.W, 

107 Euclides utiliza aquí las expresiones abreviadas: «las razones AB, T 
A, EZ» para las razones de A a B de r a A y de E a Z. Por otra parte, 

«continuamente proporcionales» no se utiliza aquí en el sentido habitual 

de progresión geométrica, sino que se aplica a una serie de términos cada 

uno de los cuales guarda con el siguiente una razón determinada pero no 

la misma razón. 
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PROPOSICIÓN 5 

Los números planos guardan entre sí la razón com- 
puesta de (las razones) de sus lados*, 

Sean a, B números planos y sean los números r, a los la- 
dos de a, y E, Z los de B. 

Digo que A guarda con B una razón compuesta de (las 
razones) de sus lados. 

Pues dadas las razones que guardan r con E y à con zZ, 
tómense H, ©, K, los números menores que están continua- 

-m Me == «== 

mente en las razones FE, Az, de modo que como r es a E, asi 
H a 8 y como 4 es a Z, así e a K [VIII, 4] y a, al multiplicar a 
E, haga el (número) A. 

Y puesto que a, al multiplicar a r, ha hecho el (número) 
A, mientras que al multiplicar a E ha hecho el (número) a, 
entonces, como r es a E, así A a A [VIL 17]. Pero como r es 
a E, asi H a 6; entonces, también, como H es a 8, así A a A. 
Puesto que E a su vez, al multiplicar a a, ha hecho el (nú- 
mero) A, mientras que, al multiplicar también a z, ha hecho 
el (número) B, entonces, como a es a Z, así A a B (VII, 17). 
Pero como 4 es a Z, así Ə a K; luego, también, como e es a 

108 . . 

Como en VI 23, el texto tiene la expresión menos exacta synkeíme- 
non ek tón pleurón. 
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K, así A a B. Pero se ha demostrado también que como H es a 

e, así Aa A; entonces, por igualdad, como H es a K, A €s a B 

[VIL 14], pero H guarda con K la razón compuesta de las 

(razones) de sus lados. 

Por consiguiente, A guarda con B la razón compuesta a 

partir de las (razones) de sus lados. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 6 

Si tantos números como se quiera son continuamente 

proporcionales y el primero no mide al segundo, tampoco 

ningún otro medirá a ninguno. 

Sean A, B, T, A, E tantos números como se quiera conti- 

nuamente proporcionales y A no mida a B. 

Digo que tampoco ningún otro medirá a ningún otro. 

Está claro que A, B, T, A, E no se miden sucesivamente 

entre sí, pues ni siquiera A mide a B. 

Digo además que ningún otro medirá a ninguno. 
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Pues, de ser posible, mida A a r. Y, cuantos números 

sean A, B, T, tómense tantos números Z, H, ©, los menores de 

los que guardan la misma razón que A, B, r [VII, 33]. 

Y puesto que Z, H, € guardan la misma razón que A, B, T, 

y la cantidad de los (números) A, B, r, es igual a la cantidad 

de los (números) Z, H, 8, entonces, por igualdad, como A es 

ar, así Z a Ə [VII, 14]. Ahora bien, dado que como A es a B, 

así Z a H, y A no mide a B, entonces tampoco Z mide a H 

[VH, Def. 21]; por tanto, Z no es una unidad; pues la unidad 

mide a cualquier número. Y Z, e son primos entre sí [VHI, 

3]. Por tanto, como Z es a ©, así A ar. 

Por consiguiente, A tampoco mide a r. De manera seme- 

jante demostraríamos que ningún otro mide tampoco a nin- 

gún otro. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 7 

Si tantos números como se quiera son continuamente 

proporcionales y el primero mide al último, también medirá 

al segundo. 

Sean A, B, T, A tantos números como se quiera continua- 

mente proporcionales y mida A a A. 

A A A 

B AAA 4 _ __ A 

Digo que a también mide a B. 

Pues, si A no mide a B, tampoco ningún otro medirá a 

ningún otro [VIH 6]. Pero A mide a A. 

Por consiguiente, A mide también a B. Q. E. D. 
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PROPOSICIÓN 8 

Si entre dos números caen números en proporción con- 

tinua (con ellos), entonces cuantos números caen entre ellos 

en proporción continua, tantos caerán también en propor- 

ción continua entre los que guardan la misma razón (con 

los números iniciales) '®. 

Pues caigan los números T, A entre los dos números A, B 

en proporción continua (con ellos) y hágase que como A es 

a B, así E sea a Z. 

Digo que cuantos números hayan caído entre los (núme- 

ros) A, B en proporción continua, tantos caerán también en- 

tre los (números) E, Z en proporción continua. 

Pues cuantos sean A, B, T, A, tómense tantos números, H, 

e, K, a, los menores de los que guardan la misma razón que 

A HA] Erer H i—m 

T—————4 M éíáA 9 | 

A araea N  --A=>>> "+ K raa 

B y A A AAA 

A, T, A, B [VII, 33]; entonces, sus extremos H, A son primos 

entre sí [VIII, 3]. Y como A, r, A, B guardan la misma razón 

que H, 8, K, A, y la cantidad de los (números) A, T, A, B es 

109 Empiptó «caer entre», «intercalar». 
La expresión utilizada aquí para la proporción continua es kata tò 

synechés análogon. Para diferenciarla de hexés análogon, traduzco aquí 

«en proporción continua» en lugar de «continuamente proporcionales». 
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igual a la cantidad de los (números) H, 8, K, A, entonces, por 

igualdad, como A es a B, asi Ha A [VII, 14]. Pero como A es 

a B, así E a Z; luego también, como H es a A, así E a Z. Pero 

H, A son primos y los primos son también los menores [VII, 

21], y los números menores miden a los que guardan la 

misma razón que ellos el mismo número de veces, el mayor 

al mayor y el menor al menor, es decir: el antecedente al 

antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20]. Así 

pues, H mide a E el mismo número de veces que A a Z. Aho- 

ra, cuantas veces H mide a E, tantas veces midan ©, Ka M, N 

respectivamente; entonces H, ©, K, A miden a E, M, N, Z el 

mismo número de veces. Por tanto, H, €, K, A guardan la 

misma razón que E, M, N, Z [VII, Def. 21]. Pero H, 6, K, A 

guardan la misma razón que A, T, A, B; y A, T, A, B guardan la 

misma razón Que E, M, N, Z; pero A, T, A, B están en propor- 

ción continua; por tanto, E, M, N, Z están en proporción con- 

tinua. 

Por consiguiente, cuantos números han caido entre A, B 

en proporción continua (con ellos), tantos han caido tam- 

bién en proporción continua entre E, Z. Q. E. D. l 

PROPOSICIÓN 9 

Si dos números son primos entre sí, y caen entre ellos 

números en proporción continua, entonces, cuantos núme- 

ros caen en proporción continua entre ellos, tantos cae- 

rán también en proporción continua entre cada uno de ellos 

y la unidad. í 

Í 
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Sean A, B dos números primos entre sí y caigan entre 

ellos r, a en proporción continua, y quede aparte la uni- 

dad E. 

Digo que, cuantos números hayan caido entre A, B en 

proporción continua, tantos caerán también en proporcion 

continua entre cada uno de ellos y la unidad. 

Pues tómense dos números Z, H, los menores que están 

en la razón de A, T, A, B, y tres (números) €, K, A, y así suce- 

ARA AAA e —————= 

y —_— A K Ara 

A A A = : 

B ha 

E ———— MálIA2—_—+ 

ZA N eA 

HA En AAA AAA AA 

RR 

sivamente aumentando la serie de uno en uno, hasta que re- 

sulte igual su cantidad a la cantidad de los (números) A, F, A, 

B [VIIL, 2]. Tómense y sean M, N, E, O. Pues bien, está claro 

que z, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) 

e, y, al multiplicar a e, ha hecho el (número) M, mientras 

que H, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) 

A y, al multiplicar a A, ha hecho el (número) o [VIII 2, 

Por.]. 

Ahora bien, puesto que M, N, Z, O son los menores de los 

que guardan la misma razón que Z, H, y A, T, A, B son tam- 

bién los menores de los que guardan la misma razon que Z, 

u [VIH, 1], mientras que la cantidad de los (números) M, N, 

A ei aa m A o e a A maaan A int 
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z, O es igual a la cantidad de los (números) A, F, A, B, enton- 

ces los (números) M, N, =, O son iguales a los (números) A, 

T, A, B respectivamente; por tanto, M es igual a A y O a B. Y 

como Z, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) 

Ə, entonces Z mide a € según las unidades de Z. Pero la 

unidad E mide también a e según sus unidades; luego, la 

unidad E mide al número z el mismo número de veces que Z 

a €. Por tanto, como la unidad E es al número zZ, así Z a e 

[VII, Def. 21]. Puesto que, a su vez, Z, al multiplicar a e, ha 

hecho el (número) M, entonces, € mide a M según las uni- 

dades de Z. Pero la unidad E mide también al número z 

según sus unidades; luego la unidad E mide al número z el 

mismo número de veces que € a M. Por tanto, como la 

unidad E es al número Z, así © a M. Luego la unidad E es al 

número Z como € a M. Pero se ha demostrado también que 

como la unidad E es al número zZ, así z a e. Entonces como 

la unidad E es al número Z, así es Z a Ə y € a M. Pero Mes 

igual a A; por tanto, como la unidad E es al número Z, así es 

Za8y8aA. Por lo mismo también, como la unidad E es al 

número H, así Ha A y A a B. 

Por consiguiente, cuantos números han caído en propor- 

ción continua entre A, B, tantos números han caído también 

en proporción continua entre cada uno de los (números) A, B 

y la unidad E. Q. E. D. 

ProPosIcIón 10 

Si entre cada uno de dos números y una unidad caen 

números en proporción continua, entonces, cuantos núme- 

ros caigan en proporción continua entre cada uno de ellos 

y la unidad, tantos caerán también en proporción continua 

entre ellos: 

191.—12 
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Caigan entre los números A, B y la unidad r los números 

A, E y los (números) H, Z en proporción continua. 

Digo que cuantos números hayan caído entre cada uno 

de los números A, B y la unidad F en proporción continua, 

tantos caerán también en proporción continua entre A, B. 

Pues a, al multiplicar a Z, haga el (número) €, y A, Z, al 

multiplicar a e, hagan los (números) K, A respectivamente, 

r AAA A 

B uzto-—— 
E -——_—_——_—— 

zo yA - RA AAA 

AA A 

Puesto que como la unidad r es al número 4, así A es a E, 

entonces la unidad r mide al número A el mismo número de 

veces que a a E [VII, 20 y Def. 2 1]. Pero la unidad r mide al 

número A según las unidades de a; por tanto, el número A 

también mide a E según las unidades de a; luego a, al mul- 

tiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) E. Asimismo, 

puesto que como T es al número 4, así E es a A, entonces la 

unidad r mide al número A el mismo número de veces que E 

a a. Pero la unidad r mide al número A según las unidades 

de a; entonces E mide a A según las unidades de a; entonces 

a, al multiplicar a E, ha hecho el (número) A. Por lo mismo, 

también z, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (nú- 

mero) H y, al multiplicar a H, ha hecho el (número) B. 

Y puesto que a, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho 

E y al multiplicar a Z ha hecho €, entonces como A es a Z, 

así E a e [VII 17]. Por lo mismo, también como 4 es a Z, asi 

e a H [VII 18]. Entonces, también, como E es a 9, así8aH. 

Puesto que a su vez A, al multiplicar a los (números) E, €, ha 

hecho los (números) A, K respectivamente, entonces, como E 
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es a ©, así A a K [VII 17). Pero como t es 28, así A a Z; en- 
tonces, como A es a Z, asi A a K. Puesto que a su vez A z al 
multiplicar a €, han hecho los (números) K, A especia: 
mente, entonces, como A es a Z, asíka A (VI 18]. Pero 
como A es a Z, así A a K; por tanto, como A es a k así k aA 
Además, puesto que z, al multiplicar a los (números) e H, 
ha hecho los (números) A, B respectivamente, Ones: 
como © es a H, así A a B[VII, 17]. Pero, como € es a n, así i 
az. Entonces, como 4 es a Z, así A a B. Pero se ha demiak tras 
do que también como 4 es a Z, asi A a K y K a A; así pues 
también, como A es a K, asi Ka A y A aB. Por fanto A e A. 
B están en proporción continua. a 
p Por consiguiente, cuantos números han caído en propor- 

ción continua entre cada uno de los (números) A, B y la uni- 

, 

PROPOSICIÓN 11 

Entre dos números cuadrados hay un número (que es) 
media proporcional y el número cuadrado guarda con el 
número cuadrado una razón dupli I plicada de la 
guarda con el lado. a e 

Sean A, B los nú ! a númercs cuadrados y sea r el lado de AyA 

1 19 Se observará que con la expresión «por lo mismo, también co 
es a Z, así O a H», Euclides hace referencia, en realidad a VII 18 B 
VIIL 7, pero, como el orden de factores no altera el Pródico las ee ; 
«por lo mismo, también» están justificadas aquí. Lo ea f E 
proposición siguiente. dd 

a ES: 
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Digo que hay un número (que es) media proporcional 

entre A y B, y que A guarda con B una razón duplicada de la 

que r guarda con A. 

Pues r, al multiplicar a A, haga 

el (número) E. Y puesto que A es 

un (número) cuadrado y r es su la- 

do, entonces r, al multiplicarse por 

sí mismo, ha hecho el (número) A. 

Por lo mismo, a, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho 

el (número) B. Así pues, como r, al multiplicar a los nú- 

meros r, A, ha hecho los números A, E respectivamente, en- 

tonces, como Fes a a, así A a E [VII, 17]. Por lo mismo, 

también, como r es a a, así E a B[VII, 18]. Luego también, 

como a es a E, así E a B. Por tanto, entre A, B hay un número 

media proporcional. 

Digo además que A guarda con B una razón duplicada de 

la que r guarda con ^. 

Pues como A, E, B son tres números en proporción, en- 

tonces A guarda con B una razón duplicada de la que A guar- 

da con E [V, Def. 9]. Pero como A es a E, así r a A. Por con- 

siguiente, A guarda con B una razón duplicada de la que T 

guarda con A. Q. E. D.'!!. 

U! Según Nicómaco, este teorema y el siguiente, a saber: que entre 

dos cuadrados hay una media geométrica, se deben a Platón. Cf. Timeo 

32a ss.: «Si el cuerpo del Universo hubiera tenido que ser una superficie 

sin profundidad, habria bastado con una magnitud media que se uniera a sí 

misma con los extremos; pero, en realidad, convenía que fuera sólido, y 

los sólidos nunca son conectados por un término medio, sino siempre por 

dos». Lo más que cabría decir es que tales resultados le eran familiares. E A 

LIBRO VIII ; 181 

ProPosIcCIóN 12 

Entre dos números cubos hay dos números (que son) 
medias proporcionales y el (número) cubo guarda con el 
(número) cubo una razón triplicada de la que el lado guar- 
da con el lado. 

Sean A, B dos números cubos y sea r el lado de A y a el 
de B. 

Digo que entre A, B hay dos números (que son) medias 
proporcionales y que A guarda con B una razón triplicada de 
la que r guarda con A. 

Pues r, al multiplicarse por sí mismo, haga el (número) 
E, y, al multiplicar a a, haga el (número) z, y a, al multipli- 

A lA, E ————— 

B —_—__— LA 

PA 0 rr 

 í—]—_—_——— a 

carse por sí mismo, haga el (número) H, y T, a, al multiplicar 
a Z, hagan los (números) €, K respectivamente. 

Y puesto que a es un (número) cubo y r es su lado, y r, 
al multiplicarse a sí mismo, ha hecho el (número) E, enton- 
ces T, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) E 
y, al multiplicar a E, ha hecho A. Por lo mismo, también a, 
al multiplicarse por sí mismo, ha hecho H, y, al multiplicar a 
H, ha hecho B. Ahora bien, puesto que r, al multiplicar a los ` 
(números). r, a, ha hecho los (números) E, Z respectivamen- 
te, entonces como F es a A, así E a Z [VII, 17]. Por lo mismo, 
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también, como r es a a, así Z a H [VII, 18]. A su vez, puesto 

que T, al multiplicar a los (números) E, Z, ha hecho A, € res- 

pectivamente, entonces, como E €s a Z, asi a a Ə [VII 17]. 

Pero como E es a Z, así r a a; entonces como Pesa A, así Aa a 

e. Puesto que, a su vez, los (números) T, A, al multiplicar a 

Z, han hecho los (números) €, K respectivamente, entonces, 

como es aa, así e es a K (VII, 18]. Puesto que, a su vez, 4, 

al multiplicar a los (números) z, H, ha hecho K, B respectiva- 

mente, entonces, como Z es a H, así K a B [VIL 17]. Pero 

como Z es a H, así T a a; entonces, también, como T €s a A, 

así Aa 9, © a K y K a B. Por tanto, entre A, B hay dos núme- 

ros medios proporcionales e, K. 

Digo además que A guarda con B una razón triplicada de 

la que r guarda con a. Pues como A, 6, K, B Son cuatro nú- 

meros en proporción, entonces A guarda con B una razón 

triplicada de la que A guarda con € [V, Def. 10]. Pero como 

A es a O, asír a A. 

Y, por consiguiente, A guarda con B una razón triplicada 

de la que r guarda con a. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 13 

Si tantos números como se quiera son continuamente 

proporcionales y cada uno, al multiplicarse por sí mismo, 

hace algún (número), los productos serán proporcionales; 

y, si los (números) iniciales, al multiplicar a los productos, 

hacen ciertos (números), también estos últimos serán pro- 

porcionales. 

Sean A, B, T tantos números como se quiera continua- 

mente proporcionales, (es decir que) como A es a B, así Ba 
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T; y A, B, T, al multiplicarse por sí mismos, hagan los (nú- 

meros) A, E, Z, y A, E, Z, al multiplicarse a sí mismos, hagan 

los (números) H, 8, K. 

Digo que a, E, Z y H, 8, K son continuamente proporcio- 

nales. 

Haga, pues, a, al multiplicar a B, el (número) A, y A, B, 

al multiplicar a a, hagan los (números) M, N respectiva- 

mente. Y B, al multiplicar a su vez a r, haga Z, y B, r, al 

multiplicar a =, hagan los (números) O, n respectivamente. 

Así pues, de manera semejante a lo anterior demostra- 

riamos que A, A, E y H, M, N, 8 son continuamente propor- 

cionales en la razón de A a B, y además E, 2, Z y 9, O, Tl, K 

son continuamente proporcionales en la razón de Ba r. Aho- 

ra bien, como A es a B, así Ba T; entonces A, A, E guardan 

la misma razón que E, Z, € y además H, M, N, 8 (guardan la 

misma razón) que ©, O, N, K. Y la cantidad de los (números) 

A, A, E es (igual) a la cantidad de los (números) E, =, z y la 

de H, M, N, e Igual a la de ©, O, Il, K. 
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Por consiguiente, por igualdad, como 4 es a E, así E a Z, 

y como H es a 8, así Ə a K[VII, 14]. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 14 

Si un (número) cuadrado mide a un (número) cuadrado, 

también el lado medirá al lado; y, si el lado mide al lado, el 

(número) cuadrado medirá también al (número) cuadrado. 

Sean A, B números cuadrados y sean sus lados r, A y 

mida A a B. . 

Digo que r mide también a a. 

am: Pues r, al multiplicar a a, haga 

el (número) E; entonces A, E, B son 

continuamente proporcionales en la 

PA á razón de ra a (VIH, 11]. Y puesto 

que A, E, Bson continuamente pro- 

porcionales y A mide a B, entonces 

A mide también a E [VIIL, 7]. Y como A es a E, así Fa a; 

entonces r mide a A [VII, Def. 21]. 

Ahora mida r a su vez a å. 

Digo que A también mide a B. 

Pues, siguiendo la misma construcción, demostraríamos 

de manera semejante que A, E, Bson continuamente propor- 

cionales en la razón de r a A. Y puesto que, como Fes aa, 

así A a E, pero r mide a a, entonces, A mide a E [VII, Def. 

21]. Y a, E, B son continuamente proporcionales; luego A 

mide a B. 

Por consiguiente, si un (número) cuadrado mide a un 

(número) cuadrado, también el lado medirá al lado, y, si el 

BR ——————— 

E ————_—_—_——— 
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lado mide al lado, también el (número) cuadrado medirá al 
número cuadrado. Q. E. D. "2, 

PROPOSICIÓN 15 

Si un número cubo mide a un número cubo, también 
el lado medirá al lado; y si el lado mide al lado, también el 
cubo medirá al cubo. 

Pues mida el número cubo a al (número) cubo B, y sea r` 
el lado de a y 4 el de B. 

Digo que r mide a a. 
Pues r, al multiplicarse por sí mismo, haga el (número) 

E, y a, al multiplicarse por sí mismo, haga el (número) H y 

A Há ——l 
A tt 

H ———— K —_— ______ 4 

r-——— O oc FA Hr 

además r, al multiplicar a a, haga el (número) z, y r, A, al 
multiplicar a z, hagan los (números) e, K respectivamente, 
Pues bien, está claro que E, Z, H y A, €, K, B son continua- 
mente proporcionales en la razón de r a A [VII, 11 y 12]. Y 
puesto que A, 6, K, B son continuamente proporcionales y A 
mide a B, entonces también mide a 8 [VIIL, 7]. Ahora bien, 
como A es a 8, así r a a. Entonces r también mide a a [VII 
Def. 21]. 

va 

112 Es uno de los raros casos en los teoremas de aritmética cuya con- clusión reitera el enunciado de la proposición. Cf. VII 31-32. 



186 
ELEMENTOS 

Pero ahora mida r a A. 

Digo que también A medirá a B. 

Pues, siguiendo la misma construcción, demostrariamos 

de modo semejante que A, €, K, B son continuamente pro- 

porcionales en la razón de r a a. Y puesto que T mide a A y 

como rT es a A, así A a 8, entonces A mide también a e [VII, 

Def. 21]; de modo que B mide también a a. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 16 

Si un número cuadrado no mide a un número cuadrado, 

tampoco el lado medirá al lado; y si el lado no mide al 

lado, tampoco el (número) cuadrado medirá al (número) 

cuadrado. 

Sean los números cuadrados A, B y Sean sus lados T, A y 

no mida A a B. 

Digo que r tampoco mide a A. 

Pues, si r mide a A, A medirá 

también a B [VIII, 14]. Pero A no mi- 

B ; 7 de a B; luego r tampoco medirá a A. 

r— Ahora bien, no mida Pa A. 

Digo que A tampoco medirá a B. 

, Pues, si A mide a B, T medirá 

también a a [VIII, 14]. Pero r no mide a a; luego A tampoco 

medirá a B. Q. E. D. 

AH 

AAA AAA 
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PROPOSICIÓN 17 

Si un número cubo no mide a un número cubo, el lado 

tampoco medirá al lado; y si el lado no mide al lado, tam- 

poco el (número) cubo medirá al (número) cubo. 

Pues que no mida el número cubo A al número cubo B; y 

sea r el lado de A y a el de B. 

AAA A 
` Aar 

te Ů—— B a 
Cpu TIA t 

Digo que r no medirá a A. 

Pues, si r mide a a, A también medirá a B [VHI, 15]. 

Pero a no mide a B; luego r no mide a A. 

Ahora bien, no mida r a a. 

Digo que A tampoco medirá a B. 

Pues si A mide a B, r medirá también a a (VIII, 15]. 

Pero r no mide a a; luego A no medirá a B. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 18 

Entre dos números planos semejantes hay un número 

(que es) media proporcional; y el (número) plano guarda 

con el (número) plano una razón duplicada de la que el 

lado correspondiente guarda con el lado correspondiente. 

e 
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Sean A, B dos números planos semejantes, y sean los nú- 

meros r, a los lados de A, y E, Z los de B. Y puesto que 

A tma t—— 

B ——  _ _-=- bl 

HH-——MMMA E |œ 

2 A . 

(números) planos semejantes son los que tienen los lados 

proporcionales [VII, Def. 22], entonces como T es a A, así E 

az. 

Pues bien, digo que entre A, B hay un número (que es la) 

media proporcional y A guarda con B una razón duplicada de 

la que r guarda con E O A con Z, es decir, de la que el lado 

correspondiente (guarda) con el lado correspondiente. 

Y dado que como r esa a, así E a Z, entonces, por alter- 

nancia, como T es a E, así A a Z [VII, 13]. Ahora bien, como 

A es un número plano y r, a sus lados, entonces A, al multi- 

plicar a r, ha hecho el número a. Por lo mismo, también E, 

al multiplicar a z, ha hecho el (número) B. 

Ahora a, al multiplicar a E, haga el (número) H. Y pues- 

to que a, al multiplicar a r, ha hecho el (número) A, y al 

multiplicar a E, ha hecho el (número) H, entonces como T €s 

a E, así A a H [VIl, 17]. Pero como T es a E, asi A es a Z; 

entonces como 4 es a Z, asi A a H. Puesto que E, a su vez, al 

multiplicar a a ha hecho el (número) H, y al multiplicar a Z 

ha hecho el (número) B, entonces como á €s a Z, así Ha B 

[VIL, 17]. Pero se ha demostrado también que como A es a 

Z, así A a H; entonces también, como A es a H, así H a B. Asi 

pues, A, H, B son continuamente proporcionales. Luego entre 

A, B hay un número (que es la) media proporcional. 

ems v mverenn 
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Digo ahora que A guarda con B una razón duplicada de 
la que el (lado) correspondiente (guarda) con el (lado) co- 
rrespondiente, es decir, de la que r guarda con E o A con Z. 
Pues como A, H, B son continuamente proporcionales, A 
guarda con B una razón duplicada de la que (guarda) con H 
[V, Def. 9]. Y como A es a H, así ra Ey Aaz. 

Por consiguiente, A guarda con B una razón duplicada de 

la que r (guarda) con E o A con Z. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 19 

Entre dos números sólidos semejantes caen dos núme- 
ros (que son) medias proporcionales; y el (número) sólido 
guarda con el (número) sólido semejante una razón tripli- 
cada de la que el lado correspondiente guarda con el lado 
correspondiente. 

Sean A, B dos (números) sólidos semejantes, y sean T, A, 

E los lados de A, y Z, H, € los de B. Y como sólidos semejan- 

T | Z | K maamaai 

A AAA A -——_—__——+  ___—_—_ 

E -A<AMMMMMM>>A O A A rr 

tes son los que tienen los lados proporcionales [VII, Def. 
22], entonces como r es a a, asi Z a H, y como A es a E, así H 
ae. 
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Digo que entre A, B caen dos números (que son) medias 

proporcionales y que A guarda con B una razón triplicada de 

la que r (guarda) con Z y A con H y además E con €. 

Pues haga r, al multiplicar a a, el (número) K, y haga Z, 

al multiplicar a H, el número A. Y como r, A están en la 

misma razón que Z, H y el (producto) de T, a es K, mientras 

que A es el (producto) de Z, H, entonces K, A son números 

planos semejantes [VIL, Def. 22); por tanto, entre K, A hay 

un número (que es) media proporcional [VIII, 18]. Sea M. 

Entonces M es el (producto) de A, Z, según se ha demostrado 

en el teorema anterior [VIII, 18]. Y puesto que a, al multi- 

plicar a r, ha hecho el (número) K, y al multiplicar a Z ha 

hecho el (número) M, entonces, como T es a Z, así KaM 

[VIL, 17]. Pero como K es a M, M es a A. Luego, K, M, A son 

continuamente proporcionales en la razón de r a Z. Puesto 

que, como T es a A, así Z a H, entonces, por alternancia, 

como r es a Z, así A a H [VII, 13]. Por lo mismo, también, 

como a es a H, así E a €. Así pues, K, M, A son continua- 

mente proporcionales en la razón de r a Z y en la de A a H y 

además en la de E a ©. 

Ahora bien, hagan los (números) E, e, al multiplicar a M, 

los (números) N, = respectivamente. Y puesto que A es un 

número sólido y r, A, E sus lados, entonces E, al multiplicar 

al producto de r, a, ha hecho el (número) A. Pero el (pro- 

ducto) de r, a es K; entonces E, al multiplicar a K, ha hecho 

A. Así que, también, por lo mismo, €, al multiplicar a A, ha 

hecho el (número) B. 

Y puesto que E, al multiplicar a K, ha hecho el (número) 

A, mientras que, al multiplicar a M, ha hecho el (número) N, 

entonces, como K es a M, así A a N [VII, 17]. Pero, como K 

es a M, así a Z y A a H y además E a e. Entonces también, 

comoresaZyAaHyEa8, así A a N. Puesto que, a Su vez, 

E, e, al multiplicar a m, han hecho los (números) N, 2 res- 
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pectivamente, entonces, como E es a 8, asi N a z [VII, 18]. 

Pero, como E es a 9, así T a Z y A a H; luego también, como 

TesaZyaaHyEa8, así aaN yN aZ. Puesto que 9, a su 

vez, al multiplicar a M, ha hecho el (número) z, mientras 

que, al multiplicar también a ^, ha hecho el (número) B, en- 

tonces, como Mes a A, asi z a B[VII, 17]. Pero como m es a 

A, asiíTaZyaAaHyEae. Luego también, como Fes a Z y 

A a H y E a 9, así no sólo Z a B, sino también A a N y N a Z. 

Por tanto, A, N, Z, B son continuamente proporcionales en las 

antedichas razones de los lados. 

Digo también que A guarda con B una razón triplicada de 

la que el lado correspondiente guarda con el lado corres- 

pondiente, es decir, de la que el número r (guarda) con el 

(número) z, o el (número) a con el (número) H y además el 

(número) E con el (número) e. 

Pues como A, N, z, B son cuatro números continuamente 

proporcionales, entonces A guarda con B una razón triplica- 

da de la que A (guarda) con N [V, Def. 10]. Pero se ha de- 

mostrado que como A es a N, así az y a a H y además E 

a8. 

Por consiguiente, también A guarda con B una razón 

triplicada de la que el lado correspondiente guarda con el 

lado correspondiente, es decir de la que el número r guarda 

con el (número) Z y el (número) a con el (número) H y ade- 

más el (número) E con el (número) e. Q. E. D. 
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PROPOSICIÓN 20 

Si entre dos números cae un número (que es) media 

proporcional, los números serán números planos semejan- 

tes. 

Pues caiga un número r (que sea la) media proporciona! 

entre los números A, B. l 

Digo que A, B son números planos semejantes. 

Tómense los números menores a, E de los que guardan 

la misma razón con A, r [VIL, 33]; entonces, A mide a A el 

A m- OA å -———A 

mismo número de veces que E a T [VII, 20]. Y cuantas ve- 

ces a mida a A, tantas unidades haya en Z; entonces, Z, al 

multiplicar a a, ha hecho el (número) A. De modo que A es 

un número plano y A, z sus lados. Puesto que a su vez A, E 

son los números menores de los que guardan la misma ra- 

zón que r, B, entonces, a mide a r el mismo número de ve- 

ces que E a B [VII, 20]. Ahora bien, cuantas veces E mida a 

B, tantas unidades haya en H. Entonces, E mide a B según las 

unidades de H; por tanto, H, al multiplicar a E, ha hecho el 

(número) B. Luego B es un número plano y E, H Sus lados. 

Por tanto, A, Bson números planos. 

Digo además que son semejantes. 
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Pues como Z al multiplicar a a ha hecho el (número) A y 
al multiplicar a E ha hecho el (número) r, entonces, como a 
es a E, así A a T!!?, es decir, r a B [VII, 17]. A su vez, puesto 
que E, al multiplicar a Z, H, ha hecho los (números) r, B res- 
pectivamente, entonces, como Z es a H, así T a B [VIL 17). 
Pero como T es a B, así A a E; luego también, como a es a E, 
así Z a H. Y, por alternancia, como A€esaZ, así E a H [VIH, 
13]. 

Por consiguiente, A, B son números planos semejantes: 
porque sus lados son proporcionales. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 21 

Si entre dos números caen dos números medios propor- 
cionales, los números son sólidos semejantes. 

Pues caigan dos números medios proporcionales r, A 
entre los números A, B. 

Digo que a, Bson (números) sólidos semejantes. 
Pues tómense tres números E, Z, H los menores de los 

que guardan la misma razón que A, T, A [VIL, 33 y VIII, 2]; 
entonces sus extremos E, H son primos entre sí [VIII, 3]. Y 
puesto que entre E, H ha caído un número medio proporcio- 
nal, Z, entonces E, H son números planos semejantes [VIII, 
20]. Pues bien, sean e, K los lados de E, y A, M los de H. 
Luego queda claro a partir de la (proposición) anterior que 

113 Heath considera corruptas estas líneas porque no es necesario infe- 
rir que como 4 es a E, asi A ar, ya que forma parte de la hipótesis. Ade- 
más, contra lo habitual en este texto, la afirmación de que z, al multiplicar 
a E, ha hecho r, se presenta sin explicación detallada. Sin embargo los 
editores no indican nada al respecto. Por otra parte, esta proposición es la 
conversa de VIII 18. 

191.13 
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E, Z, H son continuamente proporcionales en la razón de © a 

A y en la de K a M. Y como E, Z, H son los (números) me- 

A AA E 

B — - MMH<MAA=>>>AA 2 

PA H 
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N i—i Kai 

xn A 
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nores de los que guardan la misma razón que A, T, A y la 

cantidad de los (números) E, Z, H es igual a la cantidad de 

los (números) A, F, A, entonces, por igualdad, como E €s a H, 

así A a A [VII, 14]. Pero E, H son primos y los primos son 

también los menores [VII, 21], pero los menores miden a 

los que guardan la misma razón que ellos el mismo número 

de veces, el mayor al mayor y el menor al menor, es decir el 

antecedente al antecedente y el consecuente al consecuente 

[VIL 20]; entonces E mide a A el mismo número de veces 

que H a a. Ahora bien, cuantas veces E mide a A, tantas uni- 

dades haya en N. Entonces N, al multiplicar a E, ha hecho el 

(número) A. Pero E es el (producto) de e, K; luego N, al 

multiplicar al (producto) de ©, K, ha hecho el (número) A. 

Por tanto, A es un (número) sólido y €, K, N son Sus lados. 

Puesto que a Su vez E, Z, H son los (números) menores de 

los que guardan la misma razón que T, A, B, entonces E mide 

a r el mismo número de veces que H a B. Ahora bien, cuan- 

tas veces E mide a r, tantas unidades haya en £. Entonces H 

mide a B según las unidades de z; luego =, al multiplicar a H, 

ha hecho el (número) B. Pero H es el (producto) de A, M; 
OS 
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entonces z, al multiplicar al (producto) de a, m, ha hecho el 
(número) B. Luego B es un número sólido y A M, z sus la- 
dos; por tanto, A y Bson (números) sólidos. o 

Digo que también son semejantes. Pues como v, z, al 
multiplicar a E, han hecho los números A r (res ectiva 
mente), entonces, como Nes az, A es a r, es decir Ea z 
[VII 18]. Pero como EesaZz,8esaryKamM; luego, como 
Ə esaa, asi KaM y Na. Pero 8, K, N son los lados de A 
mientras que =, A, M son los lados de B. Por consiguiente A, 
B son números sólidos semejantes. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 22 

Si tres números son continuamente proporcionales y el 
primero es cuadrado, el tercero será también cuadrado. 

Sean A, B, T tres números continuamente proporcionales 
y el primero, A, sea cuadrado. 

Digo que también el tercero, r, es cuadrado. 
Pues como entre A, r hay un nú- 

mero B (que es) media proporcional, 
entonces A, T son (números) planos B————= 
semejantes [VIIL, 20]. Pero A es cua- 
drado. 

Por consiguiente, también r es cuadrado. Q.E.D 

A erasmo 

o 
ra po i ERIR 
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PROPOSICIÓN 23 

Si cuatro números son continuamente proporcionales y 

el primero es cubo, también el cuarto sera cubo. 

Sean A, B, T, A cuatro números continuamente proporcio- 

nales y sea a cubo. 

Digo que a también es cubo. 

Pues como entre A, a hay dos 

números B, r (que son) medias pro- 

porcionales, entonces A, A son dos 

números sólidos semejantes [VIII 

21]. Pero a es cubo. 

Por consiguiente, también A es cubo. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 24 

Si dos números guardan entre sí la razón que un núme- 

ro cuadrado guarda con un número cuadrado y el primero 

es cuadrado, el segundo será también cuadrado. 

Pues guarden entre sí los dos números A, B la razón que 

guarda el número cuadrado r con el 

número cuadrado A, y sea A cua- 

y drado. 
Digo que también Bes cuadrado. 

Pues como r, a son cuadrados, 

entonces, T, a son (números) planos 

semejantes. Por tanto, entre T, A cae un número medio pro- 

— A 

Y q A] á—]K<KXA 
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porcional [VIII, 18], y como res a a, A es a B; luego entre A, 
B cae también un número medio proporcional [VIIL 8]. Pero 
A es cuadrado. 

Por consiguiente, también B es cuadrado [VIIL, 22]. 
Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 25 

Si dos números guardan entre sí la razón que un núme- 
ro cubo guarda con un número cubo y el primero es cubo, 
el segundo será también cubo. 

Pues guarden entre sí los dos números A, B la razón que 
el número cubo r guarda con el número cubo 4, y sea A 
cubo. 

Digo que Bes también cubo. 

Pues como r, a son cubos, son (números) sólidos seme- 
jantes; entonces entre r, A caen dos números (que son) me- 

AAA A 

Do 
? a 2. 
i EEs ertag 

Pp  —_ _— En A 

O aE 

dias proporcionales [VIII, 19]. Pero cuantos (números) caen 
en proporción continua entre T, A, tantos (caerán) también 
entre los que guardan la misma razón con ellos [VIII, 8]. De 
modo que entre A, B caen también dos números (que son) 
medias proporcionales. Caigan E, z. Pues bien, como los 
números A, E, Z, Bson continuamente proporcionales y A es 
cubo, entonces Bes también cubo [VIII, 23]. Q. E. D. 
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PROPOSICIÓN 26 

Los números planos semejantes guardan entre sí la ra- 

zón que un número cuadrado guarda con un número cua- 

drado. 

Sean a, Bdos números planos semejantes. i 

Digo que A guarda con B la razón que un número cua- 

drado guarda con un número cuadrado. l 

Pues como A, B son números planos semejantes, enton- 

ces entre A, B cae un número (que es) media proporcional 

di y sea r, y tómense los números menores a, E, a 

los que guardan la misma razón que a, r, B[VII, 33 y 5 

APA DAA 

¡ á_AMMMMMMMMAN 

A a mms E -————s Zz z 

2]; entonces sus extremos a, Z son cuadrados (VIII, 2, Por.]. 

Puesto que como 4 es a Z, así A a By A, Z son cuadrados, en- 

tonces A guarda con B la razón que un número cuadrado 

(guarda) con un número cuadrado. Q. E. D. 

Aa oa o i 
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PROPOSICIÓN 27 

Los números sólidos semejantes guardan entre sí la ra- 
zón que un número cubo (guarda) con un número cubo. 

Sean A, B números sólidos semejantes. 
Digo que A guarda con B la razón que un número cubo 

(guarda) con un número cubo. 
Pues como a, B son sólidos semejantes, entonces entre 

A, B caen dos números (que son) medias proporcionales 
[VII 19]. 

Caigan r, A y tómense E, Z, H, €, los (números) menores 
de los que guardan la misma razón que a, T, A, Be iguales a 

E—— Z A O rr 

ellos en número (VII, 33 y VIII, 2]. Entonces, sus extremos 
E, € son cubos (VIII, 2, Por.]. Ahora bien, como E es a e, así 
A a B; entonces A guarda también con B la razón que un nú- 
mero cubo guarda con un número cubo. Q. E. D.'!* 

14 Al-Nayrizī recoge dos proposiciones en su comentario añadidas por 
Herón: 

a. Si dos números guardan entre sí la razón que un cuadrado guarda con un cuadrado, los números son planos semejantes. 
b. Si dos números guardan entre sí la razón que un cubo guarda con un 

cubo, los números son sólidos semejantes. 
Estas proposiciones son las conversas de VIII 26 y 27, respectiva- mente. 

——> A 



LIBRO NOVENO 

PROPOSICIÓN 1 

Si dos números planos semejantes, al multiplicarse en- 

tre sí, hacen un número, el producto será cuadrado. 

Sean A, B dos números planos semejantes y a, al multi- 

plicar a B, haga el (número) r. 

Digo que r es cuadrado. 
Pues haga a, al multiplicarse por sí mismo, el número A. 

Entonces a es cuadrado. Pues bien, como a, al multiplicarse 

A 

A Íí|[|_—__—_— o ic 

por sí mismo, ha hecho el (número) A y, al multiplicar a B, 

ha hecho el (número) r, entonces como A es a B, así A a T 

[VIL 17]. 
Y puesto que A, B son números planos semejantes, en- 

tonces entre A, B cae un número (que es) media proporcional 

[VIIL 18]. Pero, si entre dos números caen números en pro- 

porción continua, cuantos caigan entre ellos, tantos (caerán) 
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entre los que guardan la misma razón con ellos [VIIl, 8], de 

modo que entre r, a cae también un número (que es) media 

proporcional. Ahora bien, a es cuadrado. 

Por consiguiente, también r es cuadrado [VIII, 22]. 

Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 2 

Si dos números, al multiplicarse entre sí, hacen un (nú- 

mero) cuadrado, son números planos semejantes. 

Sean a, B los dos números y A, al multiplicar a B, haga el 

(número) cuadrado r. , 

Digo que A, B son números pla- 

nos semejantes. 

Pues haga A, al multiplicarse por 

Ci sí mismo, el (número) a, entonces A 

es cuadrado. Y dado que a, al multi- 

plicarse por sí mismo, ha hecho el 

(número) A y, al multiplicar a B, ha hecho el (número) T, 

entonces, como A es a B, así à es a r [VII 17]. Y puesto que 

A es cuadrado y F también, entonces A, rT son (números) 

planos semejantes. Luego entre A, F cae un número (que es) 

media proporcional [VIII, 18]. Ahora bien, como a es a r, 

así A a B. Por tanto, entre A, B cae un número (que es) media 

proporcional [VIII, 18]. Pero, si entre dos números cae un 

número (que es) media proporcional, los números son 

planos semejantes [VIII, 20]. l 

Por consiguiente, A, B son (números) planos semejantes. 

Q. E. D. 

A yg 

AH AAA] 
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Mb 
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PROPOSICIÓN 3 

Si un número cubo, al multiplicarse por sí mismo, hace 
algún número, el producto será cubo. 

Haga, pues, el número a, al multiplicarse por sí mismo, 
el número B. 

Digo que Bes cubo. 

Pues tómese r, el lado de a, y F, al multiplicarse por sí 
mismo, haga el (número) a. 

Entonces queda claro que r, al multiplicar a a, ha hecho 
el (número) A. Y como r, al multiplicarse por sí mismo, ha 
hecho a, entonces, r mide a a 
según sus propias unidades. Pe- AT 
ro, además, la unidad mide tam- B ———_—————__— 
bién según sus propias unidades 
a P. Por tanto, como la unidad 
esar,resaa (VII, Def. 21]. 

Como r, al multiplicar a su vez a A, ha hecho el (núme- 
ro) A, entonces, a mide a A según las unidades de r. Pero la 
unidad también mide a r según sus unidades, luego, como la 
unidad es a r, A es a A. Y como la unidad es a T,Fesaa; 
entonces, también, como la unidad es a r, así r a à yraa. 
Por tanto, entre la unidad y el número a han caído dos 
números en proporción continua T, a (que son) medias pro- 
porcionales. 

Como a, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho a su 
vez el (número) B, entonces A mide a B según sus propias 
unidades. Pero la unidad también mide a A según sus unida- 
des; entonces, como la unidad es a A, A es a B[VII, Def. 21]. 
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Y entre la unidad y A han caido dos números (que son) 

medias proporcionales; por tanto, entre A y Bcaerán también 

dos números (que son) medias proporcionales [VITI, 8]. 

Pero si caen dos números (que son) medias proporcionales 

entre dos números y el primero es cubo, también el segundo 

será cubo [VIII, 23]. Ahora bien, A es cubo. 

Por consiguiente, también Bes cubo. Q. E. D. 
7 

PROPOSICIÓN 4 

Si un número cubo, al multiplicar a un número cubo, 

hace algún (número), el producto será cubo. 

Pues un número cubo A, al multiplicar a un número 

cubo B, haga el (número) r. 

Digo que r es cubo. 

Pues haga a, al multiplicarse por 

sí mismo, el (número) A, entonces A 

es cubo (IX, 3]. Y, dado que a, al 

multiplicarse por sí mismo, ha hecho 

el número A y, al multiplicar a B, ha 

hecho el (número) r, entonces, como A es a B, asia ar [VIIL 

17]. Ahora bien, puesto que A, B son cubos, A, B son sólidos 

semejantes. Por tanto, entre A, Bcaen dos números (que son) 

medias proporcionales [VIII, 19]; de modo que entre a, F 

caerán también dos (números que son) medias proporciona- 

les [VIII, 8]. Pero a es cubo. 

Por consiguiente, también r es cubo [VIII, 23]. Q. E. D. 
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PROPOSICIÓN 5 

Si un número cubo, al multiplicar a algún número, hace 
un (número) cubo, el número multiplicado también será 
cubo. 

Pues haga el número cubo A, al multiplicar a un número 
B, el número cubo r. 

Digo que Bes cubo. l 
Pues A, al multiplicarse por sí "~ 77T 

mismo, haga el (número) a; enton- T———_——_, 
ces a es cubo [IX, 3], y dado que a, A 
al multiplicarse por sí mismo, ha he- 
cho el (número) a y, al multiplicar a B, ha hecho el (número) 
F, entonces, como A es a B, A es a r [VIL, 17]. Ahora bien, 
puesto que a, r son cubos, son sólidos semejantes. Por tanto, 
entre A, T caen dos números (que son) medias proporcio- 
nales [VIII, 19]. Ahora bien, como A es a r, así A es a B; 
entonces también entre A, B caen dos números (que son) 
medias proporcionales [VIII, 8]. Pero A es cubo. 

Por consiguiente, también B es cubo [VIII 23]. Q. E. D. 

A 1| 

A Heeei ` + 

PROPOSICIÓN 6 

Si un número, al multiplicarse por sí mismo, hace un 
(número) cubo, también él mismo será cubo. 

Pues haga el número A, al multiplicarse por sí mismo, el 
(número) cubo B. 
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Digo que A también es cubo. 

Pues a, al multiplicar a B, haga el (número) r. Pues bien, 

dado que a, al multiplicarse por sí 

mismo, ha hecho el (número) B y, al 

3 ——————— 4 multiplicar a B, ha hecho el (número) 

r, entonces r es cubo. Y puesto que 

A, al multiplicarse por sí mismo, ha 

hecho el (número) B, entonces A mide según sus propias 

unidades a B. Pero también la unidad mide a A según sus 

unidades. Entonces, como la unidad es a a, así a es a B[VII, 

Def. 21]. Ahora bien, puesto que A, al multiplicar a B, ha 

hecho el (número) r, entonces B mide a r según las unidades 

de A. Pero también la unidad mide a A según sus unidades. 

Por tanto, como la unidad es a a, así B a r [VII, Def. 21]. 

Pero como la unidad es a A, asi A a B; entonces, como A es a 

B, Bes a r. Y como B, r son cubos, son sólidos semejantes. 

Por tanto, entre B, r hay dos números medios proporcionales 

[VIIL, 19]. Ahora bien, como Bes ar, A es a B. Luego entre 

A, B hay dos números (que son) medias proporcionales 

[VITI, 8]. Pero Bes cubo. 

Por consiguiente, A también es cubo. Q. E. D. 

A 

-—_—--====A 

PROPOSICIÓN 7 

Si un número compuesto, al multiplicar a un número, 

hace algún (número), el producto será sólido. 

Haga, pues, el número compuesto A, al multiplicar a un 

número B, el (número) r. 

Digo que r es sólido. 

Pues como A es compuesto, será medido por algún 

número [VII, Def. 14]. Sea medido por A y cuantas veces A 
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mide a A, tantas unidades haya en E. En efecto, como A 
mide a A según las unidades de E, entonces E, al multiplicar 
a A, ha hecho el (número) A [VI 
Def. 16]. Ahora bien, como a, al ^ô ne 
multiplicar a B, ha hecho r, yAesel B= 
producto de a, E, entonces el 
producto de a, E, al multiplicar a B, 
ha hecho el (número) r. 

Por consiguiente, r es sólido y sus lados son A, E, B 
Q. E. D. 2 

A ——= E ——————4 

PROPOSICIÓN 8 

Si tantos números como se quiera a partir de una uni- 
dad son continuamente proporcionales, el tercero a partir 
de la unidad será cuadrado, así como todos los que dejan 
un intervalo de uno, y el cuarto será cubo, así como todos 
los que dejan un intervalo de dos, y el séptimo será al mis- 
mo tiempo cubo y cuadrado, así como todos los que dejan 
un intervalo de cinco, 

l Sean A, B, T, A, E, Z tantos números como se quiera con- 
tinuamente proporcionales a partir de una unidad. 

A ql MMMM A, A >_——— td - 

B ooo E E A a? 

E EqáÓXA+>m sz à - - E 

Digo que B, el tercero a partir de la unidad, es cuadrado > 

así como todos los que dejan un intervalo de uno, y r, el 
cuarto, es cubo, asi como todos los que dejan un intervalo 

E : : ; | 

o 
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de dos, y Z, el séptimo, €s al mismo tiempo cubo y cuadra- 

do, así como todos los que dejan un intervalo de cinco. 

Pues, como la unidad es a A, así A a B; entonces la uni- 

dad mide al número A el mismo número de veces que A a B 

[VIL, Def. 21]. Pero la unidad mide a A según sus unidades; 

entonces, A mide a B también según las unidades de A. Lue- 

go, A, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) 

B; por tanto, B es cuadrado. Ahora bien, puesto que B, F, A 

son continuamente proporcionales, y B es cuadrado, también 

a es cuadrado [VIII, 22]. Por lo mismo, Z también es cua- 

drado. De manera semejante demostraríamos que todos los 

que dejan un intervalo de uno son también cuadrados. 

Digo además que r, el cuarto a partir de la unidad, es 

cubo, así como todos los que dejan un intervalo de dos. 

Pues, como la unidad es a A, así Ba F, entonces, la uni- 

dad mide al número A el mismo número de veces que Ba T. 

Pero la unidad mide al número A según las unidades de A; 

entonces B mide a r según las unidades de A; por tanto, A, al 

multiplicar al número B, ha hecho el (número) T; y, en efec- 

to, como A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nú- 

mero) B y, al multiplicar a B, ha hecho el (número) T, 

entonces r es cubo. Ahora bien, como T, A, E, Z son conti- 

nuamente proporcionales y r es cubo, entonces Z también es 

cubo [VIIL, 23}; pero se ha demostrado que también es 

cuadrado; por tanto, el séptimo a partir de la unidad es cubo 

y cuadrado. 

De manera semejante demostraríamos que todos los 

que dejan un intervalo de cinco son cubos y cuadrados. 

Q.E.D.'S. 

US En la progresión geométrica 1, a, a, aa a, a, a’... 

Los términos 3.” = a°, 5.” =a y 7.” = af son cuadrados. 

Los términos 4." = a’. 7.” = af y 10.° = a? son cubos. 
y KJ 

Los términos 7 " = af y 13.” = a!” son cuadrados y cubos a la vez. 
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PROPOSICIÓN 9 

Si tantos números como se quiera a partir de una uni- 

dad son continuamente proporcionales, y el número si- 

guiente a la unidad es cuadrado, todos los demás serán 

también cuadrados, y si el número siguiente a la unidad es 

cubo, todos los demás serán también cubos. 

Sean A, B, T, A, E, Z tantos números como se quiera con- 

tinuamente proporcionales a partir de una unidad, y sea A, el 

siguiente a la unidad, cuadrado. 

Digo que también todos los demás serán cuadrados. 

Se ha demostrado, en efecto, que B, el tercero a partir de 

la unidad, es cuadrado, así como todos los que dejan un in- 

tervalo de uno (IX, 8]. 

Digo que todos los demás son también cuadrados. 

Pues como A, B, r son continuamente proporcionales y A 

es cuadrado, también r es cuadrado [VIII, 22]. Como B, r, A 

A AA AAA AAA, 

son a su vez continuamente proporcionales y B es cuadrado, 

A es también cuadrado [VIIL, 22]. De manera semejante 

demostraríamos que todos los demás son cuadrados. 

191.-14 
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Pero ahora sea A cubo. 

Digo que también todos los demás son cubos. 

Se ha demostrado, en efecto, que r, el cuarto a partir de 

la unidad, es cubo, así como todos los que dejan un inter- 

valo de dos [IX, 8]. 

Digo que todos los demás son también cubos. 

Puesto que como la unidad es a A, así A a B, entonces la 

unidad mide a A el mismo número de veces que A a B. Pero 

la unidad mide a A según sus unidades, entonces A mide 

según sus propias unidades a B; así pues, A, al multiplicarse 

por sí mismo, ha hecho B. Y A es cubo. Pero si un número 

cubo, al multiplicarse por sí mismo, hace algún (número), el 

producto es cubo [IX, 3], entonces B es cubo. Ahora bien, 

puesto que los cuatro números A, B, T, A son continuamente 

proporcionales y A es cubo, entonces A es cubo [VITI, 23]. 

Luego, por lo mismo, E es también cubo y de manera seme- 

jante todos los demás son cubos. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 10 

Si tantos números como se quiera a partir de una uni- 

dad son [continuamente] proporcionales y el siguiente a la 

unidad no es cuadrado, ningún otro será cuadrado salvo el 

tercero a partir de la unidad y todos los que dejan un inter- 

valo de uno. Y si el siguiente a la unidad no es cubo, ningún 

otro será cubo salvo el cuarto a partir de la unidad y todos 

los que dejan un intervalo de dos. 

Sean A, B, T, A, E, Z tantos números como se quiera con- 

tinuamente proporcionales a partir de una unidad y A, el si- 

guiente a la unidad, no sea cuadrado. 
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Digo que ningún otro será cuadrado salvo el tercero a 
partir de la unidad [y los que dejan un intervalo de uno]. 

Pues, si es posible, sea r cuadrado. Pero B también es 
cuadrado (IX, 8]. Entonces B, r guardan entre sí la razón 

Dn A sij 

que un número cuadrado guarda con un número cua- 
drado''*. Y como Besar, A esa B; entonces A, B guardan 
entre sí la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado; de modo que A, B son (números) planos 
semejantes [VII], 26 conversa]. Ahora bien, B es cuadrado: 
luego A es también cuadrado; lo que precisamente se ha 
supuesto que no. Por tanto, r no es cuadrado. 

De manera semejante demostraríamos que ningún otro 
es cuadrado salvo el tercero a partir de la unidad y los que 
dejan un intervalo de uno. 

Pero ahora no sea A cubo. 
Digo que ningún otro será cubo salvo el cuarto a partir 

de la unidad y los que dejan un intervalo de dos. 

116 En sus notas a la traducción al latín de los Elementos, Heiberg dice 
que las palabras «de modo que A, B son planos semejantes» quizá sean es- 
puras, porque resulta más dificil utilizar VII 24, que la conversa de VIII 
26. Además, el uso de VIII 24, se correspondería mejor con la utilización 
de VIH 25 en la , parte relativa a cubos. Sin embar o no atetiza esta paite 8 S 

f 
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Pues, si es posible, sea a cubo. Pero r también es cubo: 

pues es el cuarto a partir de la unidad (IX, 81. Y como F esa 

A, Bes a T; entonces B guarda con r la razón que un cubo 

(guarda) con un cubo. Ahora bien, r es cubo; entonces B 

también es cubo [VIII, 25]. Y dado que, como la unidad es a 

A, A es a B, y la unidad mide a A según sus unidades, enton- 

ces, A mide según sus propias unidades a B. Por tanto, A, al 

multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) cubo B. 

Pero si un número al multiplicarse por sí mismo hace un 

(número) cubo, también él mismo será cubo [IX, 6]. Enton- 

“ ces A también es cubo, lo que precisamente se ha supuesto 

que no. Así pues, a no es cubo. De manera semejante de- 

mostraríamos que ningún otro es cubo salvo el cuarto a 

partir de la unidad y los que dejan un intervalo de dos. 

Q. E. D. 

ProPOosIcIÓN 11 

Si tantos números como se quiera a partir de una n 

dad son continuamente proporcionales, el menor mide a 

mayor según uno de los que se encuentran entre los núme- 

ros proporcionales. 

Sean B, T, A, E, tantos números como se quiera continua- 

mente proporcionales a partir de la unidad A. l 

Digo que B, el menor de los (números) B, T, A, E, mide a 

E según uno de los (números) T, A. 

Puesto que, como la unidad A es a B, así A a E, entonces, 

la unidad A mide al número B el mismo número de veces 

que A a E; así pues, por alternancia, la unidad A mide a A el 

mismo número de veces que Ba E [VII 15). Pero la unidad 
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A mide a A según sus unidades; entonces, B también mide a 
E según las unidades de A; de modo que el menor, B, mide al 
mayor, E, según un número de los 
que se encuentran entre los números 
proporcionales. UR 

Porisma: re 
Y queda claro que aquel lugar 

que tenga el (número) que mide a E . 
partir de la unidad, el mismo lugar E“ 
tiene también el (número) según el cual mide a partir del 
(número) medido en la dirección del (número) anterior a él. 
Q. E. D.'!”, 

PROPOSICIÓN 12 

Si tantos números como se quiera a partir de una uni- 
dad son continuamente proporcionales, por cuantos núme- 
ros primos sea medido el último, por los mismos será me- 
dido también el siguiente a la unidad. 

Sean A, B, T, A cuantos números se quiera proporcionales 
a partir de una unidad. 

117 El porisma se puede relacionar con una proposición de Arquímedes 
en el Arenario, en la que estipula que, si dos números en proporción con- 
tinua a partir de la unidad se multiplican entre sí, el producto estará en la 
misma serie y su lugar a partir del factor mayor será igual al lugar del 
factor menor a partir de la unidad, y distará de la unidad un lugar menos 
que la suma de los factores a partir de la unidad. 

Esta regla hace posible determinar en la progresión geométrica A, B, I, 
A, E, Z, H, O, 1, K, A, en la que A = 1, el producto de A . € con relación a A, 
dado que A dista de O tanto como a de a. Además establece que el número 
A puede hallarse reduciendo la suma de los números à yoen!. 
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Digo que por cuantos números primos sea medido A, por 

los mismos será medido A. 

Pues sea medido a por algún número primo E. 

Digo que E mide a A. 

Pues supongamos que no; pero E es primo, y todo nú- 

mero primo es primo con respecto al (número) al que no 

A AAA AA ZA 

B i—i H |——— 

T z—_ _a—_JJJJm————— 9 m| 

A AAA AAA A E -————= 

mide [VII, 29], entonces E, A son primos entre si. Y ya que 

E mide a a, mídalo según las unidades de Z. Entonces E, al 

multiplicar a z, ha hecho el (número) a. Y puesto que, a su 

vez, A mide a a según las unidades de r [IX 11], entonces A, 

al multiplicar a r, ha hecho el (número) a. Pero, en efecto, E, 

al multiplicar a z, ha hecho también el (número) a; enton- 

ces, el (producto) de A, r es igual al (producto) de E, Z. Así 

pues, como A esa E, ZesaT [VII, 19]. Pero A, E son primos, 

y los primos son también los menores [VII 21], y los me- 

nores miden a los que guardan la misma razón con ellos el 

mismo número de veces, el antecedente al antecedente y el 

consecuente al consecuente [VII, 20]; entonces E mide a r. 

Midalo según H; entonces E, al multiplicar a H, ha hecho el 

(número) r. Pero, además, por la (proposición) anterior, A, 

al multiplicar a B, ha hecho también el (número) r (IX, 11 

Por.]. Así pues, el producto de A, B es igual al producto de E, 

H. Por tanto, como A es a E, H es a B[VII, 19]. Pero A, E son 

primos, y los primos son también los menores [VIL, 211, y 

los números menores miden a los que guardan la misma ra- 

zón que ellos el mismo número de veces, el antecedente al 

Ak 
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antecedente y el consecuente al consecuente (VII, 20]; por 

tanto, E mide a B. Midalo según ©; entonces E, al multiplicar 

a e, ha hecho el (número) B. Pero además a, al multiplicarse 

por sí mismo, ha hecho también el (número) b (1X, 8]. Por 

tanto, el producto de E, e es igual al cuadrado de A. Luego, 

como E es a A, Aesae[VIl, 19]. Pero a, E son primos, y los 

primos son los menores [Vil, 2], y los menores miden a los 

que guardan la misma razón que ellos el mismo número de 

veces, el antecedente al antecedente y el consecuente al 

consecuente [VII, 20]; así pues, E mide a A como el antece- 

dente al antecedente. Pero, por otra parte, no lo mide. Lo 

cual es imposible. Entonces E, A no son primos entre sí, lu- 

ego son compuestos. Pero los compuestos son medidos por 

un número (VII, Def. 15]. Ahora bien, como se ha supuesto 

que E es primo, y el (número) primo no es medido por otro 

número que (no sea) él mismo, entonces E mide a a, E; de 

modo que E mide a A. Y mide también a a: entonces E mide 

a a, A"! De manera semejante demostraríamos que por 
cuantos números primos sea medido a, por los mismos será 

medido A. Q. E. D. 

118 Heiberg, en el comentario añadido a su traducción latina de los Ele- 

mentos, señala que las palabras «pero mide también a a: entonces E mide a 

a» son superfluas y quizás hayan sido interpoladas. La prueba de esta 

proposición es una muestra de una notable reducción apagógica, en la que 
la proposición misma se sigue lógicamente — por reducción al absurdo — 
de su propia negación. Clavio dio el nombre de «consequentia mirabilis» a 
este patrón reductivo y desmintió la pretensión de Cardano de haber sido 
el primero en utilizar este procedimiento de prueba. Por lo demás, luego 
cobró especial relieve en geometría gracias al intento de G. Saccheri (en 
su Euclides ab omni naevo vindicatus, 1733) de demostrar el famoso pos- 
tulado de las paralelas en sus términos; el intento, como hoy es bien sabi- 
do, fue un intento fallido; no obstante, en el curso de su trabajo, Saccheri 
se encontró con diversos resultados geométricos no euclidianos, aunque, 
desde luego, no llegó a reccnocerles la significación y la entidad que ad- 
quirieron a partir de las geometrías no euclidianas del s. xIx. 
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PROPOSICIÓN 13 

Si tantos números como se quiera a partir de una uni- 

dad son continuamente proporcionales y el siguiente a la 

unidad es primo, el mayor no será medido por ningún otro 

fuera de los que se encuentran entre los números propor- 

cionales. 

Sean A, B, T, A tantos números como se quiera continua- 

mente proporcionales a partir de una unidad y sea A, el si- 

guiente a la unidad, primo. 

Digo que a, el mayor de ellos, no será medido por nin- 

gún otro fuera de A, B, T. 

Pues, si fuera posible, sea medido por E, y no sea E el 

mismo que ninguno de los (números; A, B, T. Está claro, 

arn EA 

pe z 
ETNIE 

Fea H a 

pues, que E no es primo. Porque, si E es primo y mide a A, 

también medirá a a [IX, 12], que es primo sin ser el mismo 

que él. Lo cua! es imposible. Entonces, E no es primo. Lue- 

go es compuesto. Pero todo número compuesto es medido 

por algún número primo [VII, 31]. Por tanto, E es medi- 

do por algún número primo. 

Digo ahora que no será medido por ningún otro (nú- 

mero) primo salvo A. Pues, si E es medido por otro y E mide 

a a, entonces ese otro también medirá a 4 [IX, 12]; de modo 

que también medirá a a [IX, 12], que es primo sin ser el 

mismo que él; lo cual es imposible. Así pues, A mide a E. Y 

como E mide a a, midalo según Z. 

pre: 
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Digo que Z no es el mismo que ninguno de los (núme- 

ros) A, B, T. Porque si Z es el mismo que alguno de los (nú- 

meros) A, B, r y mide a a según E, entonces, uno de los 

(números) A, B, r mide a A según E. Pero uno de los (nú- 

meros) A, B, r mide a A según alguno de los (números) A, B, 

r [LX, 11]. Entonces E es el mismo que uno de los (núme- 

ros) A, B, r; lo que precisamente se ha supuesto que no. Por 

tanto, Z no es el mismo que ninguno de los (números) A, B, 

r. Demostraríamos ahora de manera semejante que Z es 

medido por A, demostrando que Z, a su vez, no es primo. 

Porque si (lo es) y mide a a, medirá también a A [IX, 12], 

que es primo sin ser el mismo que él; lo cual es imposible; 

por tanto, Z no es primo; luego es compuesto. Pero todo 

número compuesto es medido por algún número primo [VII, 

31]; luego z es medido por algún número primo. 

Digo ahora que no será medido por ningún otro (núme- 

ro) primo salvo A. Pues si algún otro (número) primo mide a 

Z y Z mide a A, entonces, ese otro medirá también a a; de 

modo que medirá también a A [IX, 12], que es primo sin ser 

el mismo que él; lo cual es imposible. Así pues, A mide a Z. 

Ahora bien, puesto que E mide a A según Z, entonces E, al 

multiplicar a Z, ha hecho el (número) a. Pero A, al multi- 

plicar a r, ha hecho el número A [IX, 11]; entonces el 

producto de A, T es igual al producto de E, Z. Luego, propor- 

cionalmente, como A es a E, así Z es a r [VII, 19]. Pero A 

mide a E; entonces Z mide también a r. Mídalo según H. De 

manera semejante demostraríamos que H no es el mismo 

que ninguno de los números A, B y que es medido por A. Y 

puesto que Z mide a r según H, entonces Z, al multiplicar a 

H, ha hecho el (número) r. Pero a, al multiplicar a B, ha 

hecho también el (número) r [IX, 11]; entonces el producto 

de A, B es igual al producto de z, H. Luego, propor- 
cionalmente, como A es a Z, Ha B [VI], 19]. Pero A mide a 
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z; entonces H también mide a B. Midalo según e. De manera 

semejante demostrariamos que © no es el mismo que A. Y 

puesto que H mide a B según €, entonces H, al multiplicar a 

e, ha hecho el (número) B. Pero A, al multiplicarse por sí 

mismo, ha hecho también el (número) B (IX, 8]. Entonces el 

producto de ©, H €s igual al cuadrado de a. Luego como 8 

es a A, A es a H [VII, 19]. Pero A mide a H; luego e también 

mide a A, que es primo sin ser el mismo que él; lo cual es 

imposible. 

Por consiguiente, el mayor, A, RO será medido por otro 

número fuera de A, B, F. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 14 

Si un número es el menor medido por números primos, 

no será medido por ningún otro número primo fuera de los 

que le median desde un principio. 

Pues sea A el número menor medido por los números 

primos B, T, A. 

Digo que A no será medido por ningún otro fuera de 

B,T, A. 

Pues, si es posible, sea medido por el (número) primo E, 

y no sea E el mismo que ninguno de los números B, T, A. 

Ahora bien, como E mide a A, 

míidalo según Z; entonces E, al 

em è ë m multiplicar a Z, ha hecho el 

Z—— ar——— (número) A. Y A es medido por los 

números primos B, T, A- Pero si 

dos números, al multiplicarse entre sí, hacen algún 

(número), y algún número primo mide a su producto, 

medirá también a uno de los iniciales [VIL, 30); entonces B, 

r, A medirán a uno de los (números) E, Z. Ahora bien, no 

les: > 
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medirán a E; porque E es primo y no es el mismo que 

ninguno de los (números) B, r, a. Entonces. medirán a Z que 

es menor que a; lo cual es imposible. Porque se ha supuesto 

que A es el menor medido por B, r, a. Por consiguiente, 

ningún número primo mide a A, fuera de B, T, A. Q. E. D. 1". 

PROPOSICIÓN 15 

Si tres números continuamente proporcionales son los 

menores de los que guardan la misma razón que ellos, 

cualesquiera dos tomados juntos son primos con respecto al 

restante. 

Sean A, B, r tres números continuamente proporcionales, 

los menores de los que guardan la misma razón que ellos. 

Digo que dos cualesquiera de los 

(números) A, B, r tomados juntos A" BT 

son primos con respecto al restante, 

tanto A, B con respecto a r, como B, T 

con respecto a A, como también A, T 

con respecto a B. 

Tómense pues los números AE, EZ, los menores de los 

que guardan la misma razón que A, B, T [VIII, 2]. Está claro 

que AE, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) 

A, mientras que, al multiplicar a EZ, ha hecho el (número) B, 

y además Ez, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el 

(número) r [VII], 2]. Y como 4E, Ez son los menores, son 

primos entre sí [VII, 22]. Pero, si dos números son primos 

entre sí, también la suma de ambos es primo con respecto a 

119 da 
En otras palabras, la descomposición de un número en factores pri- 

mos es unívoca. 
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cada uno de los dos (VII, 28]. Entonces AZ también es 

primo con respecto a cada uno de los (números) AE, EZ. 

Pero, en efecto, AE también es primo con respecto a EZ, 

entonces AZ, AE son primos con respecto a EZ. Pero si dos 

números son primos con respecto a un (número), su produc- 

to también es primo con respecto al restante [VII 24]; de 

modo que el producto de ZA, AE es primo con respecto a EZ. 

De modo que el producto de Za, AE es primo con respecto al 

cuadrado de ez [VH, 25]. Pero el producto de Za, AE es el 

cuadrado de AE junto con el producto de AE, EZ (1, 3); 

entonces, el cuadrado de AE junto con el producto de AE, EZ 

es primo con respecto al cuadrado de EZ. Ahora bien, el 

cuadrado de at es a, mientras que el producto de AE, EZ es B 

y el cuadrado de Ez es r. Por tanto, A, B tomados juntos son 

primos con respecto a T. De manera semejante demos- 

traríamos que s, r tomados juntos son primos con respecto 

aA. 

Digo además que A, r tomados juntos son también pri- 

mos con respecto a B. 

Pues, dado que AZ es primo con respecto a cada uno de 

los (números) AE, EZ, el cuadrado de AZ es también primo 

con respecto al producto de AE, EZ [VII, 24-25]. Pero los 

cuadrados de AE, Ez junto con dos veces el producto de AE, 

Ez son ¡iguales al cuadrado de az [II, 4]; por tanto, los cua- 

drados de AE, EZ junto con dos veces el producto de AE, EZ 

son primos con respecto al producto de ôE, EZ. Por separa- 

ción, los cuadrados de AE, EZ junto con una vez el producto 

de AE, Ez son primos con respecto al producto de AE, EZ. 

Así pues, también, por separación, los cuadrados de AE, EZ 

son primos con respecto al producto de AE, EZ. Ahora bien, 

el cuadrado de ^E es A, mientras que el producto de AE, EZ 

es B, y el cuadrado de EZ es T. 
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Por consiguiente, A, F tomados juntos son primos con 

respecto a B. Q. E. D.??, 

PROPOSICIÓN 16 

Si dos números son primos entre sí, como el primero es 

al segundo, el segundo no será a ningún otro. 

Pues sean A, Bdos números primos entre sí. 

Digo que como A es a B, así B 

no será a ningún otro. ÓN 

Pues, si fuera posible, sea Ba r 

como A a B. Pero A, B son primos, y =- 

los primos son también los menores y los números menores 

miden a los que guardan la misma razón que ellos el mismo 

número de veces, el antecedente al antecedente y el conse- 

cuente al consecuente [VII, 20]; entonces a mide a B como 

el antecedente al antecedente, Pero también se mide a sí 

mismo; entonces A mide a A, B, que son primos entre sí; lo 

cual es absurdo. 

Por consiguiente, B no será a r como A a B. Q. E. D. 

12 Esta proposición permite establecer de manera relativamente sen- 

cilla la imposibilidad de dividir un segmento en extrema y media razón 

racionales, operación que se expresa mediante la ecuación: a? + ab = b° 

(siendo a y b enteros). Su última parte se puede relacionar con un proble- 

ma que aparece ya en las tablillas babilonias: hallar un rectángulo de lados 

racionales, dada la razón entre su área y el cuadrado de la diagonal. 
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PROPOSICIÓN 17 

Si tantos números como se quiera son continuamente 

proporcionales y sus extremos son primos entre sí, como el 

primero es al segundo, el último no será a ningún otro. 

Sean A, B, T, A tantos números como se quiera continua- 

mente proporcionales y sean sus extremos, A, A, primos en- 

tre sí. 

Digo que como a es a B, así A a ningún otro. 

Pues, si fuera posible, sea A a E como A a B; entonces, 

por alternancia, como A es a a, Bes a E [VIII, 13]. Pero a, A 

A lA Braet r 

a——— Er 

son primos, y los primos son también los menores [VII, 21], 

y los números menores miden a los que guardan la misma 

razón el mismo número de veces, el antecedente al antece- 

dente y el consecuente al consecuente [VII, 20]. Entonces, A 

mide a B. Ahora bien, como A es a B, así Ba r. Entonces, B 

mide también a r. De modo que A mide también a r. Y dado 

que, como Bes ar, T es a a y B mide a r, entonces r también 

mide a a. Pero A medía a r; de modo que A mide también a 

A. Pero se mide también a sí mismo. Entonces, A mide a A, 

A, que son primos entre sí; lo cual es imposible. 

Por consiguiente, como A es a B, A no será a ningún otro. 

Q. E. D. 

ane paame ranap 
i 
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PROPOSICIÓN 18 

Dados dos números, investigar si es posible hallar un 
tercero proporcional. ` 

Sean A, B los dos números dados y sea lo requerido in- 
vestigar si es posible hallar un tercero proporcional a ellos. 

Así pues, A, Bo son primos entre sí, o no. Ahora bien, si 
son primos entre sí, se ha demostrado que es imposible ha- 
llar un tercero proporcional a ellos (IX, 16]. 

Pero ahora no sean A, B primos entre sí, y B, al multipli- 
carse por sí mismo, haga el (número) r; entonces A o mide a 
r o no lo mide. En primer lugar midalo según a; entonces A, 
al multiplicar a a, ha hecho el (número) r. Pero, en efecto, B, 
al multiplicarse por sí mismo, ha hecho también el número 
T; entonces el producto de A, a es igual al cuadrado de B. 
Así pues, como A es a B, así Ba A [VII, 19]. Por tanto, se ha 
hallado el número A tercero proporcional a A, B. 

Pero ahora no mida A ar. 

l Digo que es imposible hallar un número tercero propor- 
cional a A, B. 

Pues, si fuera posible, hállese el número a (como tercero 
proporcional). Entonces el producto de A, a es igual al cua- 
drado de B. Pero el cuadrado de Bes r, luego el producto de 
A, A es igual a r. De modo que A, al multiplicar a a, ha 

paanan 

i 
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hecho r. Por tanto, A mide a r según a. Pero se ha supuesto 

que no lo mide; lo cual es absurdo. : 

Por consiguiente, no es posible hallar un número te: 

proporcional a A, B cuando A no mide ar. Q. E. D. 

rcero 

Proposición 19 

Dados tres números, investigar cuándo es posible hallar 

un cuarto proporcional a ellos. 

Sean a, B, r los tres números dados y sea lo dee 

investigar cuándo es posible hallar un cuarto proporcional a 

ellos. 
l 

Pues bien, o no son continua- 

mente proporcionales y sus €x- 

tremos son primos entre sí, © son 

r=" continuamente proporcionales y 

sus extremos no son primos entre 

sí, o ni son continuamente pro- 

porcionales ni sus extremos son 

primos entre si, o son continuamente proporcionales y sus 

rimos entre si. l 

po io. A, B, r son continuame
nte proporcionales y 

s a, r son primos entre si, se ha demostrado que 

al a ellos 

AAA 

sus extremo 
i 

es imposible hallar un numero cuarto proporcion l 

[IX, 17]. No sean ahora A, B, T continuamente proporciona- 

les, siendo sus extremos, a su vez, primos entre sí. AECA 

Digo que, en este caso, también es imposible hallar 

i S. cuarto proporcional a ello 

i a es 
Pues, si fuera posible, hállese a, de modo que a 

3 

i 7 
S 

an. asi ra a. Y resulte que, como Bes a F, asi A a E, Y a 

UN 
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que, como A es a B, T es a 4, y como Besar, A es a E, enton- 
ces, por igualdad, como A es ar, r es a E [VII, 14]. Pero A, r 
son primos, y los primos son los menores [VII, 21] y los 
menores miden a los que guardan la misma razón, el ante- 
cedente al antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 
20]. Entonces, A mide a r como antecedente a antecedente. 
Pero también se mide a sí mismo. Entonces, A mide a A, r, 
que son primos entre sí, lo cual es imposible. Así pues, no 
es posible hallar un cuarto proporcional a A, B, T. i 

Ahora sean A, B, r continuamente proporcionales pero 
no sean sus extremos primos entre sí. 

Digo que es posible hallar un cuarto proporcional a 
ellos. Pues haga B, al multiplicar a r, el (número) 4; enton- 
ces A o mide a A o no lo mide. En primer lugar mídalo se- 
gún E; entonces A, al multiplicar a E, ha hecho el (núme- 
ro) A. 

Pero, en efecto, B, al multiplicar a r, ha hecho también 

el (número) a; entonces el producto de a, E es igual al pro- 
ducto de B, r. Luego, proporcionalmente, como A es a B, T 
es a E [VII, 19]; por tanto, se ha hallado el cuarto propor- 
cional E de A, B, T. 

Pero ahora no mida Aaa. 
Digo que es imposible hallar un número cuarto propor- 

cional a A, B, r. Pues, si fuera posible, hállese E; entonces, el 
producto de A, E es igual al producto de B, r [VII, 19]. Pero 
el producto de B, r es a; luego el producto de a, E es igual a 
A. Por tanto, A, al multiplicar a E, ha hecho el (número) A. 
Entonces A mide a A según E; de modo que A mide a a. Pero 
asimismo no lo mide; lo cual es absurdo. Asi pues, no es 
posible hallar un número cuarto proporcional a A, B, T, 
cuando A no mide a a. 

Pero ahora, ni sean A, B, r continuamente proporciona- 
les, ni sus extremos primos entre sí. Y haga B, al multiplicar 

191.-15 
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úmero) a. De manera semejante se demostraría que, 

ar, el (n 

si A mide a A, èS posible hallar un cuarto proporcional a 

posible. Q. E. D- r, 
ellos, pero, si no lo mide, es im 

PROPOSICIÓN 20 

Hay más números primos que cualquier cantidad pro- 

puesta de números pri
mos. 

Sean A, B, T los números 
primos propuestos. 

Digo que hay más nú
meros primos que A, B, r. 

Pues tómese el número menor medido por A, B, F y Sea 

aE y añádase a AE la unidad Ez. Entonces EZ O es primo O 

A 
taeae 

H 

A 

no. Sea primo en primer lugar; entonces han sido hallados 

los números primos A, B, T, Ez, (que son)
 más que A, B, T. 

A 

12% Euclides presenta cuatro casos: 

aja:bxRb:C, siendo a y c primos entre si. 

a 
b)a:b:b:c,ro siendo a y c primos entre si. 

i c)a:b>b:c,no siendo a y c primos entre si. 

da:b:b:c, siendo a y c primos entre sí. 

La prueba del «caso a» que se presenta en segundo lugar en esta pro- 

posición es incorrecta (cf. HEATH, ed. cit, pág. 411, € Erarp, ed. cit., 

a razón antmética euclidea, pág. 185). 

ar un cuarto proporcional a En todo caso y en el pr 

la condición suficiente par 

vn, t es que a muda a B. 1 

esente contexto de 1 

a que se pueda hall 

e 
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i Pero ahora no sea primo EZ; entonces es medido por al- 

gún número primo (VII, 31]: sea medido por el número pri- 

mo H. 

Digo que H no es el mismo que ninguno de los números 

A, B, T. Pues, si fuera posible, séalo. Pero A, B, r miden a AE; 

entonces u medirá también a AE. Pero mide asimismo a Ez; 

y H, siendo un número, medirá también a la unidad sestánio 

az; lo cual es absurdo. Luego H no es el mismo que ninguno 

de los (números) A, B, T. Y se ha supuesto que es primo Por 

consiguiente, han sido hallados más números primos qué la 

cantidad propuesta de los (números) A, B, T. Q. E. D. 122. 

PROPOSICIÓN 21 

Si se suman tantos números pares como se quiera el 

total es par. 
l 

Súmense pues AB, BF, TA, AE, tantos números pares como 

se quiera. 

Digo que el total AE es par. 

Pues como cada uno de los (números) AB, BF, TA, AE €S 

par, tiene una mitad [VII, Def. 6]; de modo que también el 

A: Š i e e 

total AE tiene una mitad. Pero un número par es el que se 

divide en dos partes iguales [VII, Def. 6]. 

122 ATE 
PS Esta proposición tiene gran interés, pues establece que el conjunto 

e números primos es infinito. 
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Por consiguiente, AE es par. Q. E. D. 123, 

PROPOSICIÓN 22 

Si se suman tantos números impares como se quiera y 

su cantidad es par, el total será par. 

Súmense, pues, AB, BT, TA, AE, tantos números impares 

como se quiera, en cantidad par. 

Digo que el total AE es par. 

Pues, como cada uno de los (números) AB, BF, TA, AE €s 

impar, si se quita una unidad de cada uno, cada uno de los 

aoo Boo ON O: 

restantes será par [VIL, Def. 7], de modo que también la 

suma de ellos será par [IX, 21]. Pero también la cantidad de 

unidades es par. 

Por consiguiente, el total AE es par. Q. E. D. 

123 Esta proposición y las siguientes parecen recoger la teoría pitagóri- 

ca del par/impar. Las pruebas suponen tácitamente algunas propiedades de 

la adición, como la conmutatividad o la asociatividad. El venerable legado 

pitagórico ha sido reconstruido sobre la base de ias conjeturas avanzadas 

por O. Becker: «Die lehre vom Geraden und Ungeraden im neunten Buch 

der euklidischen Elemente», Quellen und Studien zur Geschichte der 

Mathem., Astron. u. Physik, Abt. B 3 (1936), 533-553. Puede verse un pa- 

norama de los resultados y problemas inherentes a su reconstrucción en 

W. R. Knorr, The Evolution of Euclidean Elements, Dordrecht/Boston, 

1975, págs. 131-169 en particular, y «Problems in the interpretation of 

Greek number theory», Studies in History and Philosophy of Science 7 

(1976), 353-368. 

O nn e e ae e 
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PROPOSICIÓN 23 

Si se suman tantos números impares como se quiera y 

su cantidad es impar, también el total será impar. 

Súmense, pues, AB, BT, FA, tantos números impares 

como se quiera cuya cantidad sea impar. 

A B r à E 

Digo que también el total A^ será impar. 

Quitese de ra la unidad AE; entonces el resto rE es par 
[VII, Def. 7]. Pero también ra es par [IX, 22]. Ahora bien 
AE es una unidad. 

Por consiguiente, a4 es impar [VII, Def. 7]. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 24 

Si de un número par se quita un número par, el resto 
será par, 

Quítese, pues, del (número) par AB el (número) par Br. 
Digo que el resto rA es par. 

Pues como AB es par, tiene una 

mitad (VII, Def. 6]; por lo mismo, 

Br tiene también una mitad; de modo que el resto ra [tiene 
también una mitad. 

Por consiguiente], Ar es par. Q. E. D. 

A . r B 
eeaeee) 

~ 

oa T 
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PROPOSICIÓN 25 

Si de un número par se quita un número impar, el resto 

será impar. 

Quítese, pues, del número par AB el (número) impar Br. 

Digo que el resto TA es impar. 

Quítese, pues, de Br la unidad Fa; entonces AB es par 

[VIL, Def. 7]. Pero también AB es 

par; así pues, el resto AA es par 

[IX, 24]. Ahora bien, ra es una unidad. 

Por consiguiente, TA es impar [VIL Def. 7]. Q. E. D. 

A r A B 

PROPOSICIÓN 26 

Si de un número impar se quita un número impar, el 

resto será par. 

Quítese, pues, del número impar AB el número impar BF. 

Digo que el resto FA es par. | 

Pues como AB es impar, quítese la 

———— 
š 

B unidad Ba; entonces el resto AA €S 
A r å 

par [VII, Def. 7]. 

Por lo mismo, ra también es par [VIl, Def. 7); de modo 

que también el resto FA es par [IX, 24]. Q. E. D. 
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PROPOSICIÓN 27 

Si de un número impar se quita un número par, el resto 

será impar. 

PERA e] Quítese, pues, del (número) impar AB el (número) par 

Br. 
Digo que el resto rA es impar. 

Pues quitese la unidad A4; entonces AB es par [VII, Def. |: 

Ed 

REENA 
p 

A A t : ` 

7]. Pero Br también es par; entonces el resto también es par 

[IX, 24]. 

Por consiguiente, PA es impar. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 28 A 

Si un número impar, al multiplicar a un número par, 

hace algún (número), el producto será par. 

Haga pues el (número) impar A, al multiplicar al (núme- 

ro) par B, el (número) r. 

Digo que r es par. 

Pues como A, al multiplicar a 

B, ha hecho el (número) r, enton- 

ces r se compone de tantos (nú- 

meros) iguales a B como unidades hay en A [VII, Def. 16]. | 

Ahora bien, B es par; entonces r se compone de (números) 

i 

al 
E 

Y——_—_ A 

iiin, 
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pares. Pero, si se suman tantos números pares como se 

quiera, el total es par [IX, 21]. 

Por consiguiente, r es par. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 29 

Si un número impar, al multiplicar a un número impar, 

j hace algún (número), el producto será impar. 

Haga pues el número impar A, al multiplicar al impar B, 

el (número) F. 

Digo que rF es impar. 

4 Pues como A al multiplicar a B 

A ha hecho r, entonces r se compone 

de tantos (números) iguales a B 

| T como unidades hay en a [VII Def. 

16]. 

Ahora bien, cada uno de los (números) A, B es impar, 

por tanto, r se compone de números impares cuya cantidad 

es impar, de modo que r es impar (IX, 23]. Q. E. D. 

i PROPOSICIÓN 30 

Si un número impar mide a un número par, también 

A medirá a su mitad. 

Mida, pues, el número impar A al número par B. 

Į Digo que también medirá a su mitad. 

Pues como a mide a B, midalo según r. 

A ee an ames eaae 

A n aeaee a + ~: 
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Digo que r no es impar. 

Pues, si fuera-posible, séalo. 
Y, dado que a mide a B según r, en- 

tonces A, al multiplicar a r, ha hecho B. 
Luego B se compone de números impares A 
cuya cantidad es impar. Por tanto, B es r 
impar [IX, 23]; pero se ha supuesto que es 
par. Entonces r no es impar; luego F es par. 
De modo que a mide a B un número par de B 
veces. Por eso, también medirá a su mitad. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 31 

Si un número impar es primo con respecto a algún nú- 
mero, también será primo con respecto al doble. 

Pues sea el número impar A primo con respecto al nú- 
mero B y sea r el doble de B. 

Digo que A es primo con res- A 
pecto ar. 

Pues, si no son primos, un nú- 

mero los medirá. Mídalos y sea a. 
Ahora bien, A es impar; entonces a =——4 
también es impar. Y como a sien- 
do impar mide a r, y r es par, entonces medirá también a la 
mitad de r [IX, 30]. Pero la mitad de r es B. Entonces a 
mide también a B. Pero también mide a a. Entonces A mide 
a A, B, que son primos entre sí; lo cual es imposible. Por 
tanto, no es el caso de que A no sea primo con respecto a r. 
Por consiguiente, A, r son primos entre sí. Q. E. D. 

a aha 
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PROPOSICIÓN 32 

Cada uno de los números duplicados (sucesivamente) a 

partir de una diada es sólo parmente par. 

Sean B, r, a tantos números como se quiera resultado de 

duplicar (sucesivamente) la díada A. 

Digo que B, r, 4 son sólo parmente pares. 

En efecto, está claro que cada uno de los (números) B, T, 

A son parmente pares: porque han sido duplicados a partir 

de una diada. 

Digo también que sólo (son parmente pares). 

Póngase pues una unidad. Así pues, dado que tantos nú- 

meros como se quiera a partir de una unidad son continua- 

mente proporcionales y a, el siguiente a la unidad, es primo, 

entonces a, el mayor de los (números) A, B, F, A, no es medi- 

do por ninguno fuera de a, B, r [IX, 13]. Ahora bien, cada 

uno de los (números) A, B, r es par; entonces A es sólo par- 

mente par [VII, Def. 8]. De manera semejante demostraría- 

mos que cada uno de los números B, T sólo es parmente par. 

Q. E. D. 

TL am ammine maaan e -= ~ 

Pea 
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PROPOSICIÓN 33 

Si un número tiene su mitad impar es sólo parmente 

impar. 

Pues tenga el número A su mitad impar. 

Digo que A es sólo parmente impar. 
En efecto, está claro que es parmente impar: porque, 

siendo su mitad impar, lo mide un 
número par de veces [VII, Def. 9]. A 

Digo además que es sólo (par- 

mente impar). 
Porque si A es también parmente par, será medido por 

un número par según un número par (VII, Def. 8]; de modo 

que también su mitad será medida por un número par siendo 

impar; lo cual es absurdo. 

Por consiguiente, A es sólo parmente impar. Q. E. D. 

PROPOSICIÓN 34 

Si un número no es uno de los duplicados (sucesiva- 

mente) a partir de una diada, ni tiene su mitad impar, es 

parmente par y parmente impar. 

Pues no sea el número A uno de los duplicados a partir 

de una diada ni tenga su mitad impar. 

Digo que A es parmente par y parmente impar. 

l 

E 
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En efecto, está claro que a es parmente par: porque no 

tiene su mitad impar [VII, Def. 8]. 
Digo además que también es parmente impar. 

Pues, si dividimos A en dos partes 

s iguales y también su mitad en dos partes 

iguales y hacemos eso sucesivamente, llegaremos a un 

número impar que medirá a A según un número par. 

Porque, si no, llegaremos a una diada y A será uno de 
los duplicados a partir de una díada; lo cual precisamente se 

ha supuesto que no. De modo que A es parmente impar. 

Pero se ha demostrado que también es parmente par. 

Por consiguiente, A es parmente par y parmente impar. 

Q. E. D.!2. 

PROPOSICIÓN 35 

Si tantos números como se quiera son continuamente 
proporcionales, y se quitan del segundo y del último (nú- 

meros) iguales al primero, entonces, como el exceso del 

segundo es al primero, así el exceso del último será a todos 

los anteriores a él. 

Sean A, BT, A, EZ tantos números como se quiera conti- 

nuamente proporcionales empezando por el menor A, y quí- 

tense de Br y de Ez los (números) BH, Ze iguales respec- 

tivamente a A. 

Digo que como HT es a A, así E9 a A, BI, A. 

Pues háganse ZK igual a Br y Za igual a a. Y como ZK es 

igual a Br y su parte ze es igual a BH, entonces el resto 8K 

124 Cf. nota 73. 
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es igual al resto Hr. Ahora bien, dado que como EZ esa a, 
ası Aa BT y Br aA, y a es igual a Za, mientras que Br es 

igual a ZK y A a ze, entonces, como EZ es a ZA, así AZ a ZK 
y ZK a ze. Por separación, como EA es a AZ, así AK a ZK y 
Ke a ze [VII, 11, 13]. Entonces también, como uno de los 

_ antecedentes es a uno de los consecuentes, así todos los 
antecedentes a todos los consecuentes (VII, 12]; por tanto, 
como Ke es a Ze, así EA, AK, KƏ a AZ, ZK, €Z. Pero KƏ es 
igual a rH, mientras que Ze es igual a A, y AZ, ZK, ƏZ a A, 
BT, A. Luego como rH es a A, así ES a A, BT, A. 

Por consiguiente, como el exceso del segundo es al 
primero, así el exceso del último a todos los anteriores a él. 
Q. E. D.!3, 

PROPOSICIÓN 36 

Si tantos números como se quiera a partir de una uni- 
dad se disponen en proporción duplicada hasta que su 

125 E Ésta es probablemente la más Interesante de las proposiciones arit- 
méticas, puesto que ofrece un método para sumar cualquier serie de térmi- 
nos en progresión geométrica. La proposición prueba que: 

(an+; 7 4)): (atat... +a): (a,-a)): a; 

para una progresión geométrica cuyos términos sean: 
a} A» azan Anay 

vid 
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(suma) total resulte (un número) primo, y el total multipli- 

cado por el último produce algún número, el producto será 

(un número) perfecto. 

Pues dispónganse tantos números como se quiera, A, B, 

r, a, a partir de una unidad en proporción duplicada hasta 

que su (suma) total resulte (un número) primo, y sea E igual 

al total, y E, al multiplicar a a, haga ZH. 

Digo que ZH es un (número) per- 

fecto. 

Pues cuantos números son en can- 

tidad A, B, T, A, tómense tantos nú- 

meros E, €K, A, M en proporción du- 

plicada a partir de E; entonces, por igualdad, como A eSa A, 

asi E a M[VII, 14]. Así pues, el producto de E, A es igual al 

(producto) de A, M [VII, 19]. Ahora bien, el producto de E, A 

es ZH; entonces el (producto) de A, M es también ZH. Luego 

a, al multiplicar a m, ha hecho ZH; por tanto, M mide a ZH 

según las unidades de A. Pero A es una diada; luego ZH es el 

doble de m. Pero M, A, OK, E son sucesivamente el doble uno 

de otro; entonces E, OK, A, M, ZH son continuamente 

proporcionales en proporción duplicada. 

Zo g ah 

-~ amapan mmt mae amed e 

aeeoe RE TOT as, E» * 

EA 2 : O casa E AAA M 

A XAK EE e 

JE = de E a, Ao a 
o EE EA: e No E dd El ii Y an 

Ahora, del segundo ek y del último ZH quítense ƏN, ZE 

respectivamente iguales a E. Entonces, como el exceso del 

segundo número es al primero, así es el exceso del último a 

todos los anteriores a él [1X, 35]. Así pues, como NK es a E, 
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así EH a M, A, KO, E. Y NK es igual a E; entonces ZH también 

es igual a M, A, OK, E. Pero Zz también es igual a E, y E a A, 

B, T, A y la unidad. Así pues, el total ZH también es igual a 

los (números) E, 6K, A, M y a los (números) A, B, T, A y la 

unidad, y es medido por ellos. 

Digo que ZH no será medido por ningún otro fuera de A, 

B, F, A, E, 8K, A, M y la unidad. Pues, de ser posible, mida un 

número O a ZH, y no sea O el mismo que ninguno de los nú- 

meros A, B, T, A, E, 6K, A, M. Y cuantas veces O mida a ZH, 

tantas unidades haya en n; entonces n, al multiplicar a o, ha 

hecho ZH. Pero, en efecto, E, al multiplicar a a, ha hecho 

también ZH; entonces, como E es a n, O es a A [VII, 19]. Y 

puesto que A, B, F, A son continuamente proporcionales a 

partir de una unidad, entonces A no será medido por ningún 

otro fuera de A, B, r [IX, 13]. Ahora bien, se ha supuesto 

que O no es el mismo que ninguno de los (números) A, B, T; 

por tanto, O no medirá a a. Pero, como O es a A, E es al; 

entonces E tampoco mide a n [VII, Def. 21]. Y E es primo. 

Pero todo número primo es primo con respecto a todo aquel 

al que no mide [VII, 29]. Así pues, E, n son primos entre sí. 

Pero los primos son también los menores [VII, 21] y los 

menores miden a los que guardan la misma razón que ellos 

el mismo número de veces, el antecedente al antecedente y 

el consecuente al consecuente [VII, 20); ahora bien, como E 

es a Jl, O es a A; entonces, E mide a O el mismo número de 

veces que 11 a a. Pero a no es medido por ningún otro fuera 

de A, B, r; luego t1 es el mismo que uno de los (números) A, 

B, T. Sea el mismo que B y cuantos son B, F, A en cantidad 

tómense tantos E, 6K, A a partir de E. Ahora bien, E, OK, A 

guardan la misma razón que B, r, a; entonces, por igualdad, 

como Bes a A, E es a A [VII 14]. Luego el (producto) de 

B, A es igual al (producto) de a, E [VII, 19]; pero el (pro- 

ducto) de a, E es igual al (producto) de 11, O; entonces el 
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(producto) de T, O es igual al (producto) de B, A. Luego 

como n es a B, A^ es a O (VII, 19]. Pero n es el mismo que B; 

entonces A es el mismo que O; lo cual es imposible, porque 

se ha supuesto que O no era el mismo que ninguno de los 

(números) puestos, luego ningún número medirá a ZH fuera 

de A, B, T, A, E, OK, A, M y la unidad. Y se ha demostrado 

que ZH es igual a A, B, T, A, E, 8K, M y la unidad. Pero un 

número perfecto es el que es igual a sus propias partes [VII, ÍNDICE GENERAL 
Def. 23]. 

Por consiguiente, ZH es un (número) perfecto. Q. E. 
D. 126, 

NOTA SOBRE LA PRESENTE TRADUCCIÓN ......... 

126 Si la suma de un número cualquiera de términos de una serie LIBRO V a a. 
1,2,2?,...,2™! es un número primo y se multiplica por el último tér T tree 

mino, el producto será un número perfecto. Lisro VI AS 
Teón de Esmirna y Nicómaco definen el número perfectoy darla leyo- PO ia 

para su formación. Por otra parte, Euclides y Teón de Esmirna sólo men- 

cionan los dos primeros números perfectos: 2(2?--1) = 6 y 21(2*-1) = 28; Lero UM 
Nicómaco explicita los dos siguientes: 2231) = 496 y 2É(27- 1) = 8.128; 
el quinto fue calculado por Jámblico: 2'?(2'*—1) = 33.550.336 (se halla en Liero VIII 
el ms. Latino Monac. 14.908). Los siguientes se fueron determinando mu- 

cho más tarde, a partir del siglo xvi. 
Ligero IX 

a] 


